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Einleitung

Aus der theoretischen Informatik kommt die Fragestellung nach dem effizientesten
Algorithmus, um ein gegebenes Problem zu l6sen. In diesem Zusammenhang wird die
von Meyer-Stockmeyer in [Stockmeyer 1976] eingefiihrte Polynomiale Hierarchie
PH = U; AY von Pridikaten auf natiirlichen Zahlen betrachtet, deren bekannteste Ver-
treter die Klassen P = A} und NP = X} sind. P enthilt alle Priidikate, die durch
eine Turingmaschine in polynomialer Zeit berechenbar sind, und NP alle diejenigen, fiir
die eine nicht-deterministische Turingmaschine analoges leistet.

Wichtige offene Probleme sind die Fragen

(i) P=NP?
oder weitergehend
(ii) kollabiert PH ?

Zudem gibt es die Klassen PSPACE, die aus allen durch eine Turingmaschine mit polyno-
mialen Platzbedarf berechenbaren Pradikaten besteht, und EXPTIME, in der genau die
durch eine Turingmaschine in exponentieller Zeit berechenbaren Pridikate liegen. Damit
schliefen sich weitere offene Fragen an:

(iii) PSPACE = PH?

(iv) PSPACE = EXPTIME ?

S. Buss ist in [Buss 1986] ein wichtiger Schritt zur mathematisch-logischen Beschreibung
des aufgezeigten Problemkreises gelungen, indem er in der Beschrankten Arithmetik die
mathematischen Theorien S, T4, UL und Vi eingefiihrt hat. S und T} sind Theorien
erster Stufe, die in enger Beziehung zu AP und A}, ; stehen. U}, und Vi, sind Theorien
zweiter Stufe, die mit PSPACE und EXPTIME eng verkniipft sind.

Die fiir die eingangs erwahnten Probleme relevanten Fragestellungen in der Beschrankten
Arithmetik sind:

(i) Ist SL=TL oder SLt =T, fiireini?

(ii) Kollabiert die Hierarchie der Beschrankten Arithmetik ?
(iii) Ist U3 eine konservative Erweiterung von S, := U; Sb ?
(iv) U3 =V37?

Die bisher gefundenen Resultate iiber Zusammenhénge zwischen den beiden Problem-
gruppen sind:



(a) SH! =T impliziert P , =IIP, und damit den Kollabs von PH. Zudem wird in
[Krajicek-Pudlédk-Takeuti 1991] SLrL(A) # Th(A) fiir i > 1 gezeigt, wobei S51(A)
und Th(A) aus S5 bzw. Th durch Hinzufiigen von freien Mengenvariablen hervor-

gehen.
(b) SY # TY wird in [Takeuti 1990a] bewiesen.

(c) In [Takeuti 1988] und [Takeuti 1990b] wird gezeigt, daB8 V3 keine konservative Er-
weiterung von S3 ist.

(d) AuBerdem hat P. Pudldk gezeigt, daB fiir i =1 und i =2 SL(A) # Th(A) gilt.
(S. Buss hat dies fiir i = 1 bewiesen.)

Ziel dieser Arbeit ist es, Theorien US™" anzugeben, so daB sich in UY" = J; US™Y" die
Polynomiale Hierarchie PH charakterisieren und UY~ von U3 separieren lifit. Also ist
U} zwar eine Erweiterung von UY", aber keine konservative. Mithin 18t sich das auf
die Theorien U;W*, die im wesentlichen zu S}, dquivalent sind, iibertragene Problem (iii)
aus der Beschrinkten Arithmetik 16sen, und es liegt die Vermutung nahe, daf8 Ui keine
konservative Erweiterung von S, ist.

Im Folgenden skizzieren wir die wichtigen Ideen auf dem Weg zu dem gerade beschriebenen
Ziel, die dann in der Arbeit ausfiihrlich behandelt werden.
Wir geben die Theorien U;w* an, indem wir zuerst schwache zweitstufige Formelmengen
Eil Y und Hi1 W definieren, die im wesentlichen zweitstufige Versionen von E? und H?
sind. Dazu werden beschrinkte erststufige Quantoren Quz<t F'(x) in den von Buss ein-
gefithrten Formelmengen E}O und H}O durch scharf beschrinkte zweitstufige Quantoren
Q¢ G(9") ersetzt. Dabei ist [t|, die Linge von ¢, ungefihr log,(t). Einen Hinweis auf die
gleiche Ausdrucksstirke von 3P /TIP und Eil W / Hil W erhalten wir, indem wir ein scharf
beschriinktes Anfangsstiick einer Menge ol = {u<|t|:u€a} als Binirdarstellung der
Zahl
. i . 0 : i¢da

g:tl(z)@ 220 mit (i) = { | ica
auffassen (3o (i)a - 2" < 21 = 1).
Sei ¥ eine Formelmenge, dann haben die uns interessierenden polynomialen Induktionen
die Gestalt

(U-PIND) A(0) AV (A(L%xj) — A(x)) = A(t)
oder dquivalent

(T-LIND)  A(0) A Va (A(z) — A(Sz)) — A(|t])



mit A € U. Die scharf beschrankte Komprehension hat die Gestalt
(wO-CA) X Va<lt] (ze ol & A(x))

mit A € V.

(ZP-PIND) aus S wird in U™ durch (E{"" -LIND) und (wE§™ -CA) ersetzt. Diese
Komprehension reicht, da sich damit (WEi1 W_CA) in U™ beweisen lift.

Uber den Hauptsatz der Beschrinkten Arithmetik

A e AP < Aist in AP beziiglich S}
erhalten wir als wesentliche Charakterisierung von U;W*
Ae AP «— Aistin A}Y beziiglich U™ .

Insofern ist UY" = |, Ugw* im wesentlichen dquivalent zu S, = J; S .

Abschliefend geben wir in dieser Arbeit mehrere Beispiele an, die UY" von U2 separieren.
(i) Das volle Induktionsaxiom ist nicht in UY" herleitbar, wihrend U3 es beweist.

(ii) Eine Formulierung des Fermatschen Satzes ist nicht in UY" herleitbar, wihrend U}
sie beweist.

(iii) Eine Formulierung des Wilsonschen Satzes ist nicht in UY" herleitbar, wihrend U}
sie beweist.

(iv) UY" leitet nicht
Jr<2 - cVy<|c| (Bit(y,z) =1 <> y € «)

her, withrend UL dies beweist.

Wir zeigen sogar noch mehr, indem wir eine Erweiterung UY von UY " betrachten, die sich
von U3 separieren li8t. Dazu erweitern wir Eil W Eil "W vermoge Ersetzung der scharf
beschrankten Mengenquantoren in Eil YO QoF () durch beliebige Mengenquantoren.
Damit ist Eil "W abgeschlossen unter Qz<|t| und 3¢ ; es werden also die Alternationen der
Mengenquantoren gezihlt. Dann sei X4V := |, Eil W

G. Takeuti hat in seinem, dieser Arbeit zugrundeliegenden Artikel [Takeuti 1991] aus
US™" mittels Ersetzen von (£{"™ -LIND) und (wEg™ -CA) durch (ZW-LIND) bzw.
(E}’W-CA) UY erhalten. Diese Wahl des Komprehensionsaxioms ist begriindet in der Not-
wendigkeit, in UY Schnitte zu eliminieren, wozu Takeuti sein Verfahren aus [Takeuti 1987]
fiir (X1-CA) verwendet. Wie wir sehen werden, wird so mit Kanonen auf Spatzen geschos-
sen.

Es ist bekannt ([Buss 1986] §9), dafl zweitstufige Beschrénkte Arithmetik nicht stérker
ist als Peano Arithmetik. Somit liegt die Vermutung nahe, dafl ein kombinatorisch so



aufwendiges Verfahren, wie es fiir die Bewiltigung der Schnittelimination von (X1-CA)
benotigt wird, zu umgehen sein miifite.
Wir tuen dies, indem wir Takeutis Definition von Uy in bezug auf die Komprehension zu

(Xw-cA)

erweitern, und durch einen Trick die vollstdndige Schnittelimination in einem halbforma-
len Kalkiil pridikativ beweisen. (Ahnliche halbformale Systeme werden ausfiihrlich zum
Beispiel in [Pohlers 1989] vorgestellt.) In dem halbformalen Kalkiil werden nur beschrank-
te, erststufig geschlossene Formeln hergeleitet, also solche ohne freie Individuenvariablen;
er formalisiert im erststufigen Bereich mit Hilfe einer beschrénkten w-Regel

I'F(n) furallen<t = I Va<tF(x)

die Wahrheit im Standardmodell. Im zweitstufigen Bereich benttigen wir wegen der
Verwendung freier Mengenvariablen weiterhin (Eé’W—CA). Der Trick besteht nun darin,
(X1W_CA) in dem halbformalen System zu beweisen.

Um die Vorgehensweise zur Begriindung der Unbeweisbarkeit obiger Aussagen in UY"
zu erldutern, betrachten wir zuerst eine minimale Teilmenge der natiirlichen Zahlen, die
fiir die Giiltigkeit solch einer Aussage benttigt wird. Aufgrung der Vollstandigkeit des
halbformalen Kalkiils sind damit im wesentlichen diejenigen Zahlen gemeint, die in einem
halbformalen Beweis der festgehaltenen Aussage auftauchen miissen. Wir werden sehen,
daBl diese Menge polynomial in den Parametern der Aussage wéchst.

Gébe es im Zusammenhang mit solch einer Aussage einen formalen Beweis, in dem jeder

(V)-Schluf die Gestalt
IiaL|t], A(a) = T',Va<|t| A(x)

mit a ¢ FV (I',Vz<|t| A(z)) und jeder Induktionsschluf die Gestalt
I')=A(a), A(Sa) = T',-A(0), A(|t])

mit a ¢ FV (I', A(|t])) hat. Dann werden die Pramissen dieser Schliisse bei Einbettung in
den halbformalen Kalkiil nur fiir a<|t|<p;(|d@|) mit FV(¢) C {@} und einem Polynom p;
benétigt. Ubertragen wir diese Beobachtung auf den gesammten Beweis, so folgt, daf die
Anzahl der in dem halbformalen Kalkiil benutzten natiirlichen Zahlen durch ein Polynom
in der Lénge der Parametervariablen des Beweises beschriankt ist. Da aber, wie wir oben
gesehen haben, mindestens polynomial in den Parametern, was gleichbedeutend ist mit
exponentiell in der Lénge der Parameter, viele Zahlen benotigt werden, fiithrt ein Vergleich
der Wachstumsraten zum Widerspruch.

Dies zeigt die Unbeweisbarkeit jener Aussagen.



Zum Abschlufl dieser einfithrenden Worte bleibt mir noch all denen zu danken, die mit
dem Gelingen meiner Arbeit verbunden sind. Da sind ganz allgemein die Mitarbeiter
des Instituts fiir mathematische Logik und Grundlagenforschung zu erwéhnen, die mich
in ihren Kreis aufgenommen haben. Speziell hat Thomas Glafl mit seiner konstruktiven
Kritik das Ende der Arbeit in absehbare Nihe geriickt.

Mein besonderer Dank gilt Herrn Prof. Dr. Pohlers fiir die Anregung und Betreuung dieser
Arbeit.
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Teil A

Beschrankte Arithmetik



1 Die Polynomiale Hierarchie

In diesem ersten Paragraphen tragen wir die wesentlichen Begriffe, die zum Aufbau der
Polynomialen Hierarchie benotigt werden, zusammen. Wir wéihlen den mathematisch lo-
gischen Zugang und erwidhnen den berechenbarkeitstheoretischen nur dort, wo es notig
ist. Die Aquivalenz beider Wege wird unter anderem in dem ersten Teil in [Buss 1986]
ausgefiihrt.

Die Grundidee hinter der Polynomialen Hierarchie ist die, das Berechenbarkeitskonzept
von ,,rekursiven auf ,, polynomiale-Zeit“ Berechnungen abzuschwéchen, um so zu Funktio-
nen zu gelangen, die nicht nur intuitiv (also durch einen Algorithmus), sondern dariiber-
hinaus auch durchfithrbar (,feasible) berechenbar sind. In ,polynomialer Zeit“ heifit,
daB die Rechenzeit, also die Anzahl der zur Berechnung des Ergebnisses benotigten Re-
chenschritte, durch ein Polynom in der Lénge der Eingabe, die als Anzahl der Bits in
der Binardarstellung der Eingabe definiert ist, beschrankt ist. Durch die Einschrankung
des Berechenbarkeitsbegriffs ergibt sich automatisch eine polynomiale Wachstumsrate der
berechneten Funktion, da die polynomiale Zeitschranke auch eine obere Schranke der von
dem Ergebnis belegten Bandfelder einer Turingmaschine, also der Léange des Ergebnisses,
ist.

1.1 Definition

(a) Die Ldnge |n| einer natiirlichen Zahl n ist die Anzahl der Bits in ihrer Binérdar-
stellung:

n| = [logy(n + 1)
(fiir reelle Zahlen r ist [r] die kleinste ganze Zahl z mit z >r).
Fiir Tupel 7 = (nq,...,nx) schreiben wir
7 = (Inals- - n]) -
(b) p ist ein geeignetes Polynom, wenn p nur nichtnegative Koeffizienten hat.

(c) Eine Funktion f : IN®* — IN hat eine polynomiale Wachstumsrate, wenn es ein
geeignetes Polynom p gibt mit

vi € IN* (| £(7)] < p([7i])) -

(d) Sei f eine Funktion. Eine Turingmaschine M berechnet f in polynomialer Zeit,
wenn sie f berechnet und die Anzahl der Rechenschritte RZj;, zur Berechnung
von f durch ein Polynom p in der Lange der Eingabe beschrankt ist:

Vi € NF(RZyy, (71) < p(|7]))

12



Es gibt verschiedene Moglichkeiten, polynomiale-Zeit-Turingmaschinen mit Orakeln fiir
Funktionen exakt zu definieren. Die in [Buss 1986] gewéhlte zdhlt eine Orakelanfrage als
einen Rechenschritt und fiigt eine a priori Beschrankung an den Platzbedarf der Turing-
maschine.

P sei die Menge aller Funktionen, die durch eine Turingmaschine in polynomialer Zeit
berechnet werden.

PSPACE sei die Menge aller Funktionen f mit polynomialer Wachstumsrate, so daf} fiir
eine Turingmaschine My, die f berechnet, die Anzahl der benutzbaren Bandfelder durch
ein Polynom in der Linge der Eingabe beschrankt ist.

Zum Beispiel sind folgende Funktionen aus P:

— die Konstante Nullfunktion 0,

— die Nachfolgerfunktion n +— Sn,

— die Addition (m,n)—m+n,

— die Multiplikation (m,n) — m-n,

— die ,shift right“-Funktion n L%nJ , die jeder natiirlichen Zahl n das gréfite Ganze
kleinergleich n zuweist,

— die Funktion n +— |n|, die jeder natiirlichen Zahl n ihre Linge zuweist,
— die ,smash“-Funktion (m,n) > m#n = 2mHnl
— die arithmetische Subtraktion

m—-n : m-—n>0
0 : m—n<0

Y

(m,n) —m-=mn :{

— die Funktionen (m,n) — MSP(m,n) und (m,n)+— LSP(m,n), die den hoherwerti-
gen Teil (, more significant part*) und den niederwertigen Teil (,less significant part*)
einer Zahl m berechnen. Sie sind eindeutig bestimmt durch

m = MSP(m,n) - 2" + LSP(m, n)
und

ILSP(m,n)| <n  oder dquivalent dazu  LSP(m,n) < 2",

— die Funktion (m,n) — Bit(m,n), die das m-te Bit in der Bindrdarstellung von n
berechnet,
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— Kodier- und Dekodierfunktionen fiir Godelnummern (ny, ..., ng) von endlichen Sequen-
zen natiirlicher Zahlen:

5(i,<n1,...,nk>):{ ki i=0

n, : 0<i<k
no * (N1, ..., nk) = (o, N1,y .., Mg

— die Funktion (m,n) — Rem(m,n), die den Rest berechnet, der bei der ganzzahligen
Division von m durch n auftritt. Es gilt

Rem(m,n) <n
und
dk e ]N(m =k-n+ Rem(m,n)) :

Die Klasse der in polynomialer Zeit berechenbaren Funktionen 1483t sich induktiv erzeugen.
Wir benétigen dazu ein schwécheres Konzept als die primitive Rekursion, ndmlich die
limitierte Iteration.

1.2 Definition

Seien k > 0, g : N* — IN, h : N*2 — IN beliebige Funktionen und p, ¢ geeignete
Polynome. f : IN* — IN heiBt definiert durch limitierte Iteration von g und h mit
Zeitschranke p und Platzschranke q, wenn folgendes gilt:
Sei 7 := R(g,h),also 7: N N mit
T(m,0) = g(m)

T(m,n+1) = h(n,n,7(m,n)),
so daf

vii € NF[vnzp(|ri]) (|7 (i, n)| < q([i]))]
ist. Dann ist f definiert durch

Wi € INF( (1) = 7 (i, p(|17i])) -

Fiir den formalen induktiven Aufbau einer Funktionenklasse bendtigen wir im ersten
Schritt eine Menge von Grundfunktionen, die ihrer Bezeichnung entsprechend méglichst

einfach sein sollen. Eine erzeugende Menge einfacher Funktionen, wie sie auch in
[Buss 1986] steht, ist die Menge B:
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1.3 Definition

(a) B sei die Menge folgender Funktionen:
(1) die Nullfunktion 0,
(2) die Nachfolgerfunktion S,
(3) die ,shift right“-Funktion |[3.],
(4) die “shift left“-Funktion n+— 2-n,
()

: <
5) die Funktion (m,n)+— m <n _{1 m=mn
0 : m>n
(6) die Funktion (I,m,n) — Choise(l,m,n) = { s 10

(b) Sei C' eine Menge von Funktionen mit polynomialer Wachstumsrate. Der poly-
nomiale Zeitabschluf von C, PTC(C), ist die kleinste Menge von Funktionen,
die

(1) C und B enthilt und
(2) abgeschlossen ist unter Komposition und limitierter Iteration.

Die Begriindung dafiir, dal der gerade definierte mathematische Begriff des polynomia-
len Zeitabschlusses mit dem zuvor definierten berechenbarkeitstheoretischen Begriff iiber-
einstimmt, ist die folgende Aussage, die in [Buss 1986] §1.2 Theorem 2 und Korollar 3
begriindet werden.

1.4 Satz

Sei C' eine Menge von Funktionen mit polynomialer Wachstumsrate. f ist in PTC(C')
genau dann, wenn eine Turingmaschine mit Orakel fiir endlich viele Funktionen aus
C' in polynomialer Zeit f berechnet. O

1.5 Korollar

P = PTC(0) O
Eine arithmetische Formel ist eine Formel der Logik erster Stufe, die die logischen Sym-
bole =, #, A, V, 3, V und die nichtlogischen Symbole 0, S, +, -, ||, L%J, #, <, £

enthalten kann. Die Funktionszeichen représentieren die entsprechende Funktion und die
nichtlogischen Relationszeichen stehen fiir

< kleinergleich
< nicht kleinergleich.

Die Wahl der Funktionszeichen ist nicht willkiirlich. Zu jedem geeigneten Polynom p
gibt es einen Term ¢, der neben freien Variablen hochstens die Funktionen 0, S, L%J, A
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enthalt, mit
Vi € NF[t(ii) = 2¢07]

Also hat f eine polynomiale Wachstumsrate genau dann, wenn es einen Term ¢ mit
vii € N*[£(7i) <t ()|

gibt.
Zur Ubersicht schreiben wir abkiirzend

Va<t(...) fir Vz(zLtv..)
und
Jr<t(...) fir Jx(x<tA...).

Die Quantoren dieser Gestalt heilen beschrdinkt. Sie heilen scharf beschrdnkt, falls es einen
Term s mit ¢ = |s| gibt.

Mit obiger Bemerkung sieht man, dafl beschrinkte Quantoren den polynomial beschrénk-
ten Quantoren

Qu<2r(i ()
und scharf beschrankte Quantoren den logarithmisch beschrinkten Quantoren

Qu=p(|7]) (-..)

entsprechen, mit denen auf dem berechenbarkeitstheoretischen Weg, wie zum Beispiel in
[Buss 1986], die Polynomiale Hierarchie konstruiert wird.

Wir definieren nun eine Hierarchie von beschrinkten arithmetischen Formeln analog zur
arithmetischen Hierarchie, wobei hier die beschrankten bzw. scharf beschrinkten Quan-
toren die Rolle der unbeschrinkten resp. beschrankten in der arithmetischen Hierarchie
iibernehmen.

1.6 Induktive Definition der Formelmengen E}D und H]i[’

(a) XB = IIY sei die Menge aller arithmetischen Formeln, deren Quantoren scharf
beschrankt sind.

(b) EE .1 sei die kleinste Menge mit
(1) =p,; 211
(2) A(a) € EEH —  Ja<t A(x),Va<|t| A(z) € EEH
(3) ABexp,, = AANB,AVBeXP .

(c) TIP 1 sei in dualer Weise definiert.

16



Damit sind wir in der Lage, die Polynomiale Hierarchie zu entwickeln. Wir nutzen dabei
neben der Definition in [Buss 1986] §1.4 noch [Buss 1986] §1.6 Theorem 8 aus. Fiir eine
Klasse von Funktionen C sei Pred(C') die Menge aller charakteristischen Funktionen, also
Funktionen f mit rng(f) C {0,1}, in C.

1.7 Induktive Definition der Polynomialen Hierarchie

a) X sei die Menge aller Priidikate, die durch eine >P_Formel definiert werden.
b) IIY sei die Menge aller Pridikate, die durch eine TIP-Formel definiert werden.
o) Ap = SB(-IIB)

d) Oy, :== PTC(Z})

e) AR, = Pred(Oy,,)

f) PH := U, X}

(
(
(
(
(
(

Bemerkung
Wie schon oben festgestellt ist P = PTC(f)) . Zusitzlich halten wir fest:
oY =p,

da mit A§ C P, der Monotonie von PTC und Korollar 1.5
Of = PTC(A}) C PTC(P) =P
und
P = PTC(0) Cc PTC(A}) =0F
gilt.
Die Schichten der Polynomialen Hierarchie lassen sich in mathematischen Theorien der

Logik erster Stufe beschreiben. Deren Formulierung bestimmt die Richtung der folgenden
Schritte.

17



2 Grundlagen der Beschrinkten Arithmetik

Ziel dieses Abschnitts ist es, den sprachlichen Rahmen der Beschréankten Arithmetik fest-
zulegen und durch Tait-Kalkiile die verschiedenen Fragmente anzugeben, die fiir diese
Arbeit von Interesse sind.

Wir beginnen, indem wir eine Sprache fiir die Beschrankte Arithmetik definieren. Sie
ist eine Sprache der Pradikatenlogik mit Gleichheit und entspricht im wesentlichen der
in [Buss 1986] und [Takeuti 1991] benutzten. Anstatt mehrstelliger Prédikatenvariablen
benutzen wir analog zu [Pohlers 1989] und [Schwichtenberg 1977] einstellige Mengenva-
riablen und die Préadikatszeichen €, ¢ . Die mit den zweitstufigen Variablen gebildeten
atomaren Formeln haben also die Gestalt t€a,t¢a anstatt «(ty,...,t,), a(ty, ..., t,).
Um die Polynomiale Hierarchie im , Bootstrap“-Verfahren zu entwickeln, sind gewisse
Grundfunktionen notwendig, die unter anderem Funktionen von polynomialer Wachs-
tumsrate beschréanken. In [Buss 1986] wird gezeigt, dafl hierfiir die Funktionen S, +, -,
[3.], || und # ausreichen. Fiir das schwache zweitstufige Fragment der Beschréinkten
Arithmetik, welches in der Folge vorgestellt wird, wird es auf Grund der schwécheren erst-
stufigen Axiomatisierung notwendig sein, zusétzliche Funktionen aus P hinzuzunehmen.
Deshalb betrachten wir Erweiterungen der Sprache aus [Buss 1986] um zusétzliche Funk-
tionszeichen aus einer Menge F, die eine Teilmenge von Funktionen aus P représentiert.
Neben € und ¢ gibt es noch die Pradikatszeichen =, #, < und «£.

2.1 Definition der Sprache L
Die Sprache L{, der beschrinkten Arithmetik enthélt
— abzéhlbar viele freie Individuenvariablen aq, a1, ao, . ..
— abzéhlbar viele gebundene Individuenvariablen xzq,z1, 2o, ...
— abzéhlbar viele freie Mengenvariablen «g, aq, as, . ..
— abzéhlbar viele gebundene Mengenvariablen ¢q, ¢1, @2, . ..
— logische Symbole €,¢ = # A, V,V, 3
— Funktionszeichen
— 0 als Zeichen fiir die Null
-S|l L%J als Zeichen fiir die Nachfolger-, die Binérlangen- und die ,,shift-right -
Funktion, die in Abschnitt 1 definiert wurden

— +,-,# als Zeichen fiir die Addition, die Multiplikation und die ,,smash“-Funk-
tion wie in Abschnitt 1 definiert

— f fiir jedes f € F
— Préadikatszeichen <, <
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— Hilfszeichen ().

Die Menge aller Mengenvariablen wird mit A bezeichnet.

Uber diese Sprache werden in gewohnter Weise Terme und Formeln definiert. Die Negation
ist hierbei kein logisches Symbol, sondern eine syntaktische Operation auf den Formeln,
die entsprechend den de Morganschen Regeln ausgerechnet wird.

2.2 Induktive Definition der Terme aus L5
(a) 0 ist ein Term.
(b) Ist ¢ ein Term, so sind auch (St), (|3.]t), (|.|t) Terme.
(c¢) Sind s,t Terme, so sind auch (+4st), (-st), (#st) Terme.
(

d) Sind ty,...,t, Terme, f ein Funktionszeichen aus F mit Stellenzahl n, so ist auch
(fty...t,) ein Term.

Fiir einen Term ¢ sei die Menge FV (¢) seiner freien Variablen definiert als die Menge
aller in ¢t auftretenden freien Individuenvariablen.

Wenn klar ist, um welches F es sich handelt, wird kurz Ly, statt Lﬁ A geschrieben.
Fiir eine bessere Lesbarkeit werden im folgenden iiberfliissige Klammern weggelassen.
Auflerdem schreiben wir kurz [5¢] statt (|3.]¢), s+¢ statt (+st) et

Ist A eine Zeichenreihe, a und « freie Variablen, dann sei Aq(t) bzw. Ag(x) die Zeichenrei-
he, die aus A entsteht, indem jedes Auftreten von a durch den Term ¢ resp. die gebundene
Variable x ersetzt wird. Entsprechend sei Aq(8) bzw. Aq(¢) die Ersetzung von « durch
die freie Mengenvariable 3 resp. die gebundene ¢ in A.

Tritt zum erstenmal in einem Kontext A(a) oder A(«) auf, so wird damit die freie Variable
a bzw. « angegeben, fiir die nachfolgend in demselben Kontext in A ersetzt wird. Wir

verwenden dann abkiirzend A(t), A(z), A(B) und A(¢).
Die Angabe mehrerer freier Variablen sei in natiirlicher Weise definiert.

2.3 Induktive Definition der Formeln aus Lga
(a) Fir Terme s,t aus Lg, sind (t=s), (t#s), (t<s), (t£s), (tea), (t¢w)

Formeln.

(b) Sind A und B Formeln, so auch (AV B), (AA B).

(c) Ist A eine Formel, t ein Term, a eine freie und z eine gebundene Variable, so daf§
x nicht in A auftaucht, so sind auch (Vz Aq(z)), 3z Aa(x)), (Vr<t Ag(z))
und (Jz<t Ag(z)) Formeln.

(d) Ist A eine Formel, « eine freie und ¢ eine gebundene Mengenvariable, die nicht
in A auftaucht, so sind auch (V¢ Aq(¢)) und (3¢ Aa(¢)) Formeln.

Die Formeln unter (a) heiflen auch Primformeln. Die Menge FV (A) der freien Va-
riablen einer Formel A wird definiert als die Menge aller in A auftretenden freien
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Individuen- und Mengenvariablen. Analog sei BV (A) die Menge aller in A auftreten-
den gebundenen Individuen- und Mengenvariablen. Einschrénkend sei FVi (A) die
Menge aller Individuenvariablen in FV (A), also die Menge aller in A auftretenden
freien Individuenvariablen.

Wir definieren nun die Liange und die Negation einer Formel wie in [Pohlers 1989] bzw.
[Schwichtenberg 1977].

2.4 Definition der Linge L(F') einer Formel F' aus Lgx
Die Definition erfolgt durch Rekursion nach dem Aufbau von F":
(a) Ist F' eine Primformel, so sei L(F') := 0.
(b) Ist F = AoB mit o€ {A,V}, dann sei L(F):= Maz{L(A),L(B)}+1.

(c) Ist FF = QrA(x) oder F = Qu<tA(xz) mit Q €{V,3}, dann sei L(F) :=
L(A(a)) +1.

(d) Ist FF = QpA(¢) mit Q €{V,3}, dann sei L(F):=L(A(a))+1.

2.5 Definition der Negation —A einer Formel A aus Ly,
Die Definition erfolgt durch Rekursion nach L(A):

(a) Fir Primformel definieren wir  —(t=s) i= t#s, 2(t+£s) i= t=s5,2(t<s) i=
tLs, ~(tfs) i=t<s, ~(t€a) =tda, (t¢da) i =tca.

(b) Ist A keine Primformel, so sei = A entsprechend den de Morganschen Regeln
definiert.

Also ist — kein Zeichen der Sprache, sondern eine syntaktische Operation. Mit A ist auch
—A eine Formel und es gilt ——A = A.

2.6 Definition

Fiir eine Formel A(a) heifit {u : A(u)} Klassenterm. Wir definieren fiir Formeln
F(«a) die Substitution von Klassentermen F(A(.)) i= F({u: A(u)}) durch Rekur-
sion nach der Lange von F.

Dabeiist F(A(.)) = F fir a¢ FV(F) und F(A()) = A(t)/-A(t) fir F =
t € a/t ¢ a. In den iibrigen Fillen ist F(A(.)) homomorph definiert.

Wir verwenden folgende Abkiirzungen und Bezeichnungen:

(i) Sind A, B Formeln, I" eine endliche Formelmenge und s,t¢ Terme, so sei abkiirzend
definiert:

t<s = s<&t
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tts = s<t

A—-B = -AVDB
A< B = (A= B)A(B— A
Ve<t A(z) = Va<t(t<ax — A(x))
Jr<t A(z) = Jz<t(t<az A Ax))
= {u:u#u}
FV(I) = (JFV(F):Ferl}
BV(I') := [(J{BV(F):FeTl}
)

FV4 (F = U{FVl (F) cF e F} .

(ii) Wir unterscheiden folgende erststufigen Quantoren:

- Vo, do unbeschrinkte Quantoren
—  Va<t, dx<t beschrinkte Quantoren

—  Va<|t| , x<|t| scharf beschrinkte Quantoren.

Eine beschrdnkte Formel enthélt nur beschréinkte Quantoren.

(iii) Wie auch schon oben mehrmals verwandt, sollen im weiteren

— a,b,c... freie Individuenvariablen
-  z,Y,2... gebundene Individuenvariablen
- a,fB,7... freie Mengenvariablen

—  ¢,Y,x... gebundene Mengenvariablen

bezeichnen.

(iv) Eine Formel heiit erststufig, wenn sie keine Mengenvariablen enthilt.

(v) Eine Formel F' ist vom V-Typ, wenn sie eine negative Primformel, also der Gestalt
(t#s), (t£s), (t¢a), oder von der Gestalt (A V B), (3x Aq(x)), (Fz<t Ag(z))

oder (3¢ Aq(o)) ist.

b

Nach diesen grundlegenden Definitionen werden Formelmengen 33;

1b wl,w*
, Zh(A), B0 =W

und Eil "W definiert. Die ersten drei sind in [Buss 1986] definiert, Eil W und Eil W in
[Takeuti 1991]. Bei den Bezeichnungen steht das ,b* fiir ,bounded“ und das ,w* fiir

,weak*. Dementsprechend sind E? und E}O (A) bzw. Eil P heschriinkte Analoga zur arith-

metischen Hierarchie 3; resp. analytischen Hierarchie Eil.
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In 2}3, als ,,beschrinktes® Pendant zur arithmetischen Hierarchie 33;, entsprechen die
scharf beschrinkten Quantoren den beschrankten Quantoren in 3; und die beschréinkten,
nicht scharf beschriankten Quantoren den unbeschriankten Quantoren in ;. In [Buss 1986]
wird gezeigt, dal die Formelmengen E? genau die zur Charakterisierung der polynomialen
Hierarchie OF benétigten sind.

2.7 Induktive Definition der Formelmengen E}D und H]i[’

(a) Xb = IIY sei die Menge aller Formeln aus LQ’B A » deren Quantoren erststufig und
scharf beschrénkt sind und die keine Mengenvariablen enthalten.

(b) P, sei die kleinste Menge mit
(1) EE-H 2 HE
(2) A(a) € XD, = Ja<tA(z),Va<|t|A(z) € 22,
(3) ABexp, = AANBAVBeXP .

(c) TIP +1 sei in dualer Weise definiert.

Auflerdem sei ¥P = IIP := |, E}’.

Entsprechend seien auch Formelmengen XP(A) und TIP(A) definiert, bei denen das Auf-
treten freier Mengenvariablen erlaubt ist.

So wie E}O der arithmetischen Hierarchie ¥J; entspricht, steht Eil P it der analytischen
Hierarchie Eil in Zusammenhang. Die beschrinkten erststufigen Quantoren in Eil P ent-

sprechen den unbeschriankten erststufigen in Zil, die zweitstufigen Quantoren in Eil b
entsprechen den zweitstufigen Quantoren in Eil. In [Buss 1986] wird gezeigt, dafl die For-

melmenge Ei’b genau die zur Charakterisierung von PSPACE benétigte ist.

2.8 Induktive Definition der Formelmengen Zil P nd Hi1 b

(a) Eé’b = H(l,’b sei die Menge aller Formeln aus LY% , , deren Quantoren erststufig
und beschrankt sind.

(b) Ell(fl sei die kleinste Menge mit
(1) Eifl 2 Hi’b
(2) A(a) € Ell(fl = da<t A(x),Va<t A(x) € 211{;?1
3) A, Bexy, = AABAVBeZ
4) Ale) eZpt = FA(9) € ZD
(c) Hll{fl sei in dualer Weise definiert.

AuBerdem sei XLP = ITVP = (J, Eil’b.
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Fiir einen Klassenterm U = {u: A(u)} sei Ul eine endliche Approximation an U:
U= fu<|t]: Aw)} == {u:u<|t| A Adw)}.

Die Formelmengen Eil W sind wesentlich schwéicher als Eil P Sie sind abgeschlossen unter
scharf beschrankter Quantifikation. Fiir Komplexitéitssteigerung sorgen hier Quantifika-
tionen iiber endliche, scharf beschrinkte Approximationen an Mengenvariablen. Diese
ersetzt die fehlende beschréankte, nicht scharf beschrankte Quantifikation, denn

Qo F({u<|t|:ue¢})

ist in geeigneter Weise dquivalent zu
Qu<(2"! = 1) F({u : Bit(u,z) =1}),
da {u<|t|:u€ ¢} der Bindrdarstellung von >, 1<Z5(i) - 2' entspricht.

Die bisher definierten Formelmengen sind iiber der Sprache L@B A gegeben, da sich alle
wichtigen Funktionen durch ein Bootstrap-Verfahren definieren lassen, wie in [Buss 1986

Abschnitt 2.4 und Abschnitt 2.5 gezeigt. Durch die Verschiebung der Quantoren in Zil W

verlagert sich das Bootstrap-Verfahren zu Funktionen auf scharf beschréankten Klassenter-
men, die aber nicht durch unsere sprachlichen Mittel beschrieben werden kénnen. Darum
gehen wir in Eil " yon einer grofferen Menge F% von Grundfunktionen aus.

Wir setzten FV :i= {MSP, LSP, Bit, ~, 3, *} .

2.9 Induktive Definition der Formelmengen 31" und TI{™"

(a) B =TIg™" sei die Menge aller Formeln aus L{a , deren Quantoren erststufig
und scharf beschrénkt sind.

(b) Ell(’r'l* sei die kleinste Menge mit
(1) By 2
(2) Ae) €y = Twsft| Alx), Vaslt] Alx) € B
()ABGEk+1 - A/\BA\/BEZk+1
(4) Al0) e 2Ty = 30A@N) e B
(c) Hll{’r’l* sei in dualer Weise definiert.

AuBerdem sei XMW = ITVV" = |, Eil’w :

Eil "W ist eine iiber Eil b hinausgehende Beschrankung der analytischen Hierarchie. Hier
sind nur scharf beschriankte erststufige Quantoren zugelassen, die also den beschrankten
erststufigen Quantoren in Zil P 1ind den unbeschrinkten erststufigen in Eil entsprechen.
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2.10 Induktive Definition der Formelmengen Eil W und Hil W

(a) gV = ™ sei die Menge aller Formeln aus LE, , deren Quantoren erststufig
und scharf beschrénkt sind.

(b) 211(:"1 sei die kleinste Menge mit
(1) =y 2 ™
(2) A(a) € XY, = Ju<|t] A(z), Va<|t| A(z) € 0%
3) ABexyY, = AAB,AVBex
(4) Al@) XY, = JpA(P) e TN
(c) H11<J:V1 sei in dualer Weise definiert.

AuBerdem sei LV = ITWW .= (J, Eil "W Die Formel aus %W heifien scharf be-
schrdankt im weiten Sinne.

Die soeben definierten Formelmengen lassen sich fiir eine Menge neuer Funktionszei-
chen F auf L, verallgemeinern. Die entstehenden Formelmengen werden mit E}D(}" )

sP(A, F), Eil ’b(]-" ), etc. bezeichnet. Analoges gilt fiir Mengen neuer Pridikatszeichen P.

Fiir die 3X-Mengen 2}’, 2}[’(,4), Zil ’b, Eil Y und Eil " und den entsprechenden IT-Mengen
gilt:

- AecX — -AclIl

- Ae¥.Bell = (A—-B)ell,(B—>A)ecX.

Nun sind wir in der Lage, Tait-Kalkiile fiir Lz, zu definieren, wie sie in dhnlicher Form in
[Schwichtenberg 1977], [Pohlers 1989] etc. vorgestellt werden. Sie sind Kalkiile fiir Logik
mit Gleichheit, die speziell an die beschrinkten Formeln angepafit sind.
Wir definieren logische Axiome und Gleichheitsaxiome fiir L, . Dabei sei I' € L4
eine endliche Formelmenge. I ist ein
logisches Axiom, falls A,—A eI fiir eine Primformel A gilt.
Gleichheitsaziom, falls
(a) t=t el ist, oder
(b) t1#51,... taFsn, ft= f5€T fiir ein n-stelliges Funktionssymbol f gilt, oder
(¢) ti#51,...,tn# 5y, pt, p§ € fiir ein n-stelliges Priidikatssymbol p gilt.

Dabei seien t,ty,...,t,,s1,...,5, beliebige Terme.

Ein Axiom I" heifit erststufig, wenn alle Formeln in I' erststufig sind, also keine Mengen-
variablen enthalten.
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Nun definieren wir logische Schliisse fiir L, . Dabei sind A, B, F(a), G(a) L -
Formeln, s,¢ Lfa -Terme und T' C L, eine endliche Formelmenge.

(A)  FT,A und FT,B — FT,AAB

(V) FT,A; firi=1oderi=2 — FT,A, Vv A,

(V) FT,F(a) und a ¢ FV(I,Vz F(z)) — FT,Vz F(x)

() I WA () =  FT,3zF(2)
)

FT,a<t F(a) und a ¢ FV (T',Vo<t F(z))

— T, Va<t F(x)
(39 T, F(t) — Tt s, 3u<s F(x)
(Schnitt) FT,A und |TI,-A4 — kT
(v?)  FI,G(@) und a¢FV([\WVoG(¢) = }I,VoG(9)
(3 kDG —  FT,36G(¢)

(V), (V<) und (v?) sind Schliisse mit Variablenbedingung an die Figenvariablen a bzw. a.
(V?) und (3%) heiBen zweitstufige Schliisse, die restlichen heiflen erststufige Schliisse.

Ein erststufiges Fragment der Beschréinkten Arithmetik zur Sprache L, ist eine Menge
von erststufigen Formeln aus Lf; 5 , die alle erststufigen logischen Axiome und Gleichheits-
axiome fiir L, enthilt und abgeschlossen unter allen erststufigen logischen Schliissen
fir L, ist. Ein zweitstufiges Fragment der Beschréinkten Arithmetik fiir Lf, ist eine
Menge von Formeln aus L 5 , die alle logischen Axiome und Gleichheitsaxiome fiir L o
enthélt und abgeschlossen unter allen logischen Schliissen fiir L, ist.

Wir geben nun die verschiedenen mathematischen Axiome und Schliisse fiir L, an, die
fiir uns von Interesse sind.

Eine endliche Formelmenge I' C L, ist ein mathematisches Aziom, falls eine Substi-
tutionsinstanz einer Formel aus BASIC(F) in I liegt. Dabei ist BASIC(F) eine gentigend
groBe Menge von Formeln aus X8, die ausreicht, um die Bedeutung der verwendeten Funk-
tionssymbole festzulegen. Die Menge Basic(f) ist in Tabelle 1 angegeben. Sie unterschei-
det sich von der in [Buss 1986] verwendeten, insofern sie einfachere Multiplikationsaxiome
benutzt und iiberfliissige Axiome ausschlieft. Dabei ist gewéhrleistet, dal die Axiome in
[Buss 1986] hier in einer minimalen Theorie beweisbar sind. Fiir beliebige F ist die iiber
Basic() hinausgehende Wahl der Axiome fiir unser weiteres Vorgehen ohne Bedeutung,
solange sie die Funktionen passend axiomatisieren.

Es werden verschiedene Induktionen und Komprehensionen betrachtet. Wir geben immer
Axiome und #quivalente Schliisse an.

Seien ¥, I’ C L, Formelmengen, A(t) € ¥ und a ¢ FV (T, A(0)), wobei I" endlich
ist.
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0<a

b<aVvVa<bd
a<bAb<a—>a=b
a<bANb<c—a<c
b<a<+rb<Sa
a<b—S(2-a)<2-b

a=[3b] < (2-a=bVS(2-a)=0)
0| =0

—~ —~ —~
e s asn T

)

)

)

)

)

)

)

)

() a0 | =S(ial)
(3)  a<b—laf<]b]
(k) O0#a =1

() a0 1a—2- (1#]1a))
(m) a0 akth=(|a)#th) - (14)
(n) a#b = b#a
(0) o] = |b] = afftc=bic
(p) a+0=a
(q) a+ Sb=S(a+b)

(r) a+b=b+a

(s) (a+b)+c=a+(b+c)
(t) b<c—a+b<a+c
(u) a-0=0
(v) a-(Sb)=(a-b)+a
(w) a- b:b a
&) (ab)-2=a-(b-2)

Tabelle 1: Die Menge Basic(f)

Ein Induktionsaxiom liegt vor, wenn eine der folgenden Formeln in I' ist.

(U-IND)  A(0) AV (A(z) — A(Sz)) — A(t)
(U-PIND) A(0) A Vz (A([32]) = A(z)) — A(t)
(U-LIND) A(0) A Va (A(z) — A(Sz)) — A(J¢])

Die dquivalenten Schliisse lauten

(\IJ_IND) (CI,), ( ) = Fa_‘A(O)aA(t)
(U-PIND) FﬁA(L%aJ) A(a) = T,-A(0),A(t)
(W-LIND) A(a), A(Sa) = T',2A(0), A([t])

Die Axiome und Schliisse sind in jedem Fragment der Beschriankten Arithmetik dquivalent.

(V-PIND) und (W-LIND) sind schwiécher als (U-IND), denn in (W-PIND) schliet man von
einer stirkeren Pramisse auf die gleiche Konklusion von (W-IND), in (WU-LIND) von der
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gleichen Pramisse auf eine schwéchere Konklusion. Fiir Formelmenge ¥ mit geringen Ab-
schluleigenschaften, wie zum Beispiel die oben definierten, 148t sich iiber einer schwachen
Theorie zeigen, da§ (V-PIND) und (W-LIND) dquivalent sind.

Im Vergleich zur iiblichen Komprehension (Eé’b—CA) ist (wEg™ -CA) im doppelten Sin-
ne abgeschwécht. Zum einen werden nur Klassen aus der schwachen Hierarchie Eil W
betrachtet, und zum anderen davon auch nur endliche, scharf beschrankte Anfangsstiicke.
Die in [Takeuti 1991] gewihlte Formulierung

IX Va<lt] (z € ol < A(x))
ist so schwach, daf} sich folgende Ersetzung i. allg. nicht beweisen 1a8t:
FT = Fla({u<l|t]:A@)) .

Der Knackpunkt ist, da ¢ = {u < |t| : A(u)} die Menge ¢ vollstiandig festlegt, also
Vo (x> |t| - x ¢ ¢) impliziert, was durch das obige Axiom nicht gewéhrleistet wird.
Trotzdem wird eine partielle Schnittelimination mdéglich sein, da das oben angegebene
Komprehensionsaxiom fiir A € 2]-[1 W eine Formel aus Eivf* darstellt und somit als
Schnittformel erlaubt sein wird.

Dies fiihrt zu folgenden Formulierungen. Seien W,T' C Lf, Formelmengen, F(a) €
Lia und A€ ¥, wobei I' endlich ist.
Ein Komprehensionsaxiom liegt vor, wenn eine der folgenden Formeln in T' ist.

(U-CA)  JopVr(x € ¢+ Ax))
(WU-CA) FpVa<|t| (z € ¢l <+ A(z))

Die dquivalenten Schliisse lauten

(T-cA) T, F({u: A(w)}) — 1,36 F(¢)
(wl-CA) T, F({u<|t|: A()}) = T,3pF(g).

Auch hier sind Axiome und Schliisse in jedem Fragment der Beschrankten Arithmetik
dquivalent.

Standardbegriffe wie ,,Schnittformel®, ,, Hauptformel eines Schlusses“ etc. seien wie iiblich
definiert.

Wir definieren nun Fragmente IF aufbauend auf die obige allgemeine Fragmentdefinition
durch Angabe von mathematischen Axiomen Ax und nichtlogischen Schliissen Sy, ...,
Sk in der Form

F:AX—I—Sl—l—...—l—Sk.

IF ist dann das kleinste allgemeine Fragment, das abgeschlossen ist unter Ax, Sy, ..., Sk
der entsprechenden Stufe (Axiome werden dabei als Schliisse ohne Pramissen aufgefafit).
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2.11 Definition der Fragmente Sh, Sh(A), Uk, ULY" und UY
Wir definieren ein erststufiges Fragment zur Sprache Ly, :
b == Basic(f) + (ZP-PIND).

Wir definieren zweitstufige Fragmente
zur Sprache L(Z)BA :

SL(A) := Basic(0) + (EP(A)-PIND),

U, = Basic(d) + (1 P-PIND) + (3gP-CA)
zur Sprache L, :

UL := BASIC(F™) + (I -LIND) + (wEg™ -CA)
und zur Sprache L{ 4 :

UY := Basic(P) + (ZVW-LIND) + (Z1W-CA).

Dann seien

Sz = Ul Sl y
Sa(A) == U;Sh(A),
U2 = U’L Ui )
Uy = U, ULV

Es sei noch bemerkt, da S die in [Buss 1986] verwendeten mathematischen Axiome
beweist, also die oben erwidhnte minimale Theorie ist. Als néchstes tragen wir, neben
Ergebnissen iiber die Gleichwertigkeit der verschiedenen mathematischen Axiome, die
Hauptsitze der Beschrénkten Arithmetik aus [Buss 1986] zusammen. Letztere verkniipfen
die in den hier vorgestellten Fragmenten definierbaren Funktionen mit den in Abschnitt 1
angegebenen Schichten der Polynomialen Hierarchie.
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3 Ergebnisse aus der Beschrinkten Arithmetik

Wir fassen die fiir unser weiteres Vorgehen wichtigen Ergebnisse aus [Buss 1986] zusam-
men, die Sh, S5(A) und U} charakterisieren.

Wie schon erwihnt, sind (W-PIND) und (W-LIND) iiber einer schwachen Theorie dqui-
valent. Dabei heiflen zwei Theorien dquivalent, wenn sie dieselben Formeln beweisen. In
diesem Sinne wird in [Buss 1986] §2.9 Theorem 24 gezeigt:
3.1 Satz

Folgende Theorien sind dquivalent:

(a) S3+ (ZP-LIND)

(b) S3 + (=P-PIND)

(c) S3+ (IIP-LIND)

( ( )

d) S3 + (IIP-PIND 0

Ein weiteres Axiom, als die bisher vorgestellten, ist noch von Interesse. Es ist ein spezielles
Minimierungsaxiom:

(U-LMIN) 3z A(z) = A(0) V 3z (A(z) A Vy<|iz] (-A(y)))
fir A(a) € ¥. Es gilt ([Buss 1986] §2.9 Theorem 24):
3.2 Satz

S3+ (ZP-LMIN) st dquivalent zu S + (IIP-PIND). O

Wir fithren nun definierbare Funktionen und Pradikate ein. Sie spielen eine wichtige Rolle
fiir Fragmente, da sie eine zulédssige, d. h. konservative, sprachliche Erweiterung bilden.

3.3 Definition

Sei IF ein Fragment der Beschrinkten Arithmetik und X eine der Formelmengen Z}D,
Eil’b oder Eil’w*. Dann sei A die Bezeichnung A}’, Ail’b bzw. Ail’w*.

(a) Sei Jy<t A(d,y) € ¥ mit FV(A) C {ad,b} und es gelte
IF |- V#3y<t A(Z,y)

F |- VZVyVz (A(f,y) NAZ z) > y= z) :

Dann heiBt die Funktion f mit IN |VZ# A(Z, f(¥)) 3-definierbar beziiglich IF.
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(b) Sei A eine Formel, B,-C € ¥ undes gelte FF A< B und F}| A« C.
Dann heifit A A beziiglich IF.

(c) Sei A A beziiglich F, FV(A) C {d}. Dann heiit das Préadikat p mit
N EVZ (p(Z) <> A(Z)) A-definierbar beziiglich TF.

Durch die Bedingung 3Jy<t A(a,y) € E;’W* folgt, dafl es einen Term s mit ¢ = |s| gibt.
Also werden die Zil W _definierbaren Funktionen schon durch Terme |s| beschrankt.

Die X¥-definierbaren Funktionen und A¥®-definierbaren Préidikate spielen eine besondere
Rolle bei den erststufigen Fragmenten Siz fiir 2 > 0. Sie konnen in den Induktionen benutzt
werden.

Analoges gilt fiir E}’b—deﬁnierbare Funktionen und Ai’b—deﬁnierbare Pradikate beziiglich
Ul. Auch sie konnen in den entsprechenden Induktionen benutzt werden.

Der Grund dafiir liegt in folgendem Satz, der in [Buss 1986] §2.3 Theorem 2 und
[Buss 1986] §9.5 Theorem 11 bewiesen ist.

3.4 Satz
Sei IF ein Fragment der Beschrinkten Arithmetik. Fiir
- IFCS, seien Ek:Eﬁ, Hk:HE und Ak:AE.
- FC U, seien 3y = Ell{’b , Iy = Hll{’b und Ay = All(’b )
Seien f 31-definierbare Funktionen und p" Aj-definierbare Pridikate beziiglich IF.

IF* sei das Fragment IF erweitert um f und p als neue Funktions-/Pridikatssymbole
und deren definierenden Axiome.

Dann gilt fiir ¢ > 0: ist B € Ei(f,ﬁ) oder B € Hi(ﬁ@, dann gibt es B* € X
bzw. B* € II; mit F* | B <+ B*. O

Aus diesem Satz erhalten wir folgende Konservativitétsaussagen ([Buss 1986] §2.3 Korol-
lar 3 und [Buss 1986] §9.5 Korollar 12).

3.5 Korollar

Seien  f1,..., f& E'f—deﬁnierbare Funktionen und py,...,p A?—deﬁnierbare
Pradikate beziiglich Sb, i > 0. IF sei das Fragment Siz erweitert um fy,..., fx,
p1,...,p  als neue Funktions-/Prédikatssymbole, deren definierenden Axiome und
alle (2})(]?, p)-PIND) Schliisse.

Dann ist IF eine konservative Erweiterung von S5. O
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3.6 Korollar

Seien  fi,..., fr Ei’b—deﬁnierbare Funktionen und py,...,p Ai’b—deﬁnierbare
Pradikate beziiglich Uk, i > 0. IF sei das Fragment Uiz erweitert um fy,..., fx,
p1,-..,p  als neue Funktions-/Priadikatssymbole, deren definierenden Axiome, alle
(=P (f, 7)-PIND) Schliisse.

Dann ist IF eine konservative Erweiterung von Us,. O

Damit sind wir in der Lage, die Hauptsétze der Beschriankten Arithmetik zu formulieren
([Buss 1986] §5.3 Korollar 7 und Theorem 9 bzw. [Buss 1986] §10.2 Theorem 4 und §10.5
Korollar 11).

3.7 Hauptsatz (erststufig)
Sei ¢ > 0, f eine Funktion und p ein Pradikat, dann gilt:
fed? <«  fist XP-definierbar in S}
pE Af < pist A})—deﬁnierbar in Siz )

O
3.8 Hauptsatz (zweitstufig)
Sei ¢ >0, f eine Funktion und p ein Pradikat, dann gilt:
f € PSPACE <=  fist Ei’b—deﬁnierbar in U3
p € PSPACE <= pist Ai’b—deﬁnierbar in Ud. 0

Die in dieser Arbeit mit Eil P hezeichneten Formelmengen und mit Ui2 bezeichneten Frag-

mente entsprechen 211 P bw. ﬁ‘z in [Buss 1986]. Die hier verwendeten Bezeichnungen
enthalten dort neben Mengenvariablen noch Funktionsvariablen. Dies ist aber zum einen
eine konservative Erweiterung von Ul ([Buss 1986] §9.3 Satz 5), und zum anderen lassen
sich die freien Funktionsvariablen eliminieren ([Buss 1986] §9.3 Lemma 6). Damit erhélt
man den Hauptsatz auch in der obigen Form.

3.9 Definition
Sei A(a,b,¢) eine Formel mit FV (A) C {a,b,c1,..., ¢k} .

(a) f:IN*' — N ist durch lingenbeschrinktes Zihlen von A definiert
<= fiir alle m,7 € IN gilt

f(m, ) = #u<|m|A(u, m,n)
die Anzahl aller u < |m| mit A(u, m,n).
(b) f: N — N ist durch beschrinktes Zihlen von A definiert
<= fiir alle m,7 € IN gilt

f(m,n) = #u<mA(u,m,n)
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= die Anzahl aller v <m mit A(u,m,n).

Mit [Buss 1986] §2.5 Theorem 7 und [Buss 1986] §10.2 Proposition 2 erhalten wir folgende
Sétze:

3.10 Satz

Sei A(a, b, @) aus A? beziiglich S3 und sei f durch lingenbeschrinktes Zihlen von

A definiert. Dann ist f XP-definierbar in S3. O
3.11 Satz

Sei A(a, b, ¢) eine 2(1]’b—Formel und sei f durch beschrianktes Zahlen von A definiert.

Dann ist f E}’b-deﬁnierbar in U3. a
Wir definieren die Terme (z1,...,x,) aus Lg, durch Rekursion nach n:

(x1) = 21 %0
(Tpaty- oy m1) = Tpgr % (Tpy ..o, 21)

Dann gibt es fiir jedes n > 0 Terme SgBd,(a) in Ly, , so dafl
U™ | Vai<la] .. Van<lal (1, ... 2,) < |SqBd,,(a)]) -
Dabei steht SqBd fr ,,Sequent Bound* ([Buss 1986] §2.5). Auflerdem gilt
U™ Fo<i<n— B, (z1,...,2,)) = 2
und
U™ F B0, (21, wa)) = 0,
was sich durch Induktion nach n einsehen 148t. Im Induktionsanfang erhalten wir fiir n=1
B(0, (z1)) = (0,21 % 0) =55(0,0) =1
B, (z1)) =B(1, 21 %0) =1 .

Der Induktionsschritt von n nach n 4+ 1 zeigt sich durch

B0, (21, .. Tny1)) = B0, 21 % (T2,..., Tpy1))
= Sﬂ(oa <£L’2,...,£L'n+1>)
Vg
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und fir 1<i<n+1

B, {(T1,. .., Tpi1))

(1,21 % (o, ..., Tpa1))

(1 —1,{(zay ..., Tns1))

B
B

~
Il<
8

Abschlieflend beobachten wir

5(17 <$1, s 7$n+l>) :6(17331 * <$2> s 7xn+1>) =T

In [Buss 1986] §4.5 wird erwiihnt, dafl es eine Majorantenfunktion ¢ auf den Termen gibt.
Sind tq,...,t; Terme mit den freien Variablen b;,...,b;, dann ist a[f | ein Term mit
denselben Variablen und es gilt fir 1<i<k:

— .

blgCl/\.../\blgcl—)ti( )Sg[t](g)

Es wird dariiberhinaus noch gesagt, daf§ ¢ in Abhéngigkeit von Fragmenten IF gegeben
ist, so dafl in IF die obige Aussage ohne Induktionsschliisse bewiesen werden kann.

Fiir diese Arbeit geniigt es aber, dal die Majoranteneigenschaft im Standardmodell gilt.
Wir brauchen uns daher auch keine Gedanken hinsichtlich der Einfachheit und Konstuk-
tivitdt von o zu machen.

3.12 Lemma

Zu dem Term t€ LE, mit den freien Variablen b,...,b sei oft]€ L&, ein
Term mit denselben Variablen, so dafl

-

biy<ci A...ANb <¢ —tb) <olt](T)
gilt. O

Wir konnen ¢[t] aus dem Hauptsatz 3.7 erhalten, da t als Funktion in P X¥-definierbar
in S3 ist. Also gibt es einen Term s € L&, , so daB

Vi (t(f) < s(f))

gilt. Da s nur aus den Funktionen 0,S,|.|,|5.],+,,# gebildet wird, ist s damit auto-
matisch monoton. Wir setzen of[t] := s und erhalten so fir b; <ecy,...,0 <¢:

= =,

t(b) < s(b) < s(¢) = alt)() .

Nun streben wir eine partielle Schnittelimination fiir die Tait-Kalkiile der Beschrankten
Arithmetik an. Dazu zeigen wir, dafl wir uns auf Herleitungen beschréinken kénnen, deren
Schnittformeln in ihrer Komplexitat eingeschréankt sind.
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4 Partielle Schnittelimination

In diesem Abschnitt geben wir fiir die Tait-Kalkiile der Fragmente der Beschrankten
Arithmetik, um sie besser analysieren zu konnen, Herleitungspradikate mit zusétzlichen
einschrinkenden Groflen an. Diese Grofien sind die Herleitungsldnge und der Schnittgrad.
Beides sind obere Schranken, zum einen fiir die Tiefe des Herleitungsbaumes und zum
anderen fiir die Komplexitét der in der Herleitung auftretenden Schnitte. Mit Hilfe dieser
Beschrankungsgrofien werden dann im Rest des Abschnitts verschiedene Eigenschaften
der Kalkiile bewiesen.

Die wesentliche Eigenschaft ist die Schnittelimination, die wir analog zum klassichen Gent-
zenschen Verfahren durchfithren, wie z. B. in [Pohlers 1989] oder [Schwichtenberg 1977]
dargestellt wird. Da wir i. allg. keine Chance haben, einen Schnitt mit der Hauptformel
eines Induktionsschlusses oder eines Axioms zu eliminieren, lassen wir solche Schnitte
ganz allgemein zu. Die Reduzierung der Schnitte bis auf eine gewisse Komplexitét heift
partielle Schnittelimination.

Um Schnitte mit Hauptformeln aus den Induktionsschliissen bzw. Axiomen zuzulassen,
weisen wir diesen einen Schnittrang von Null zu. Dies ergibt sich, indem wir Rédnge von
Formeln iiber Formelklassen betrachten.

Sei W eine Klasse von Formeln aus Ly, , die alle atomaren Formeln von aus Ly, enthélt.

4.1 Definition des Ranges W-rg(F) einer Formel F' aus Lga

Die Definition erfolgt durch Rekursion nach der Lénge von F.
(a) Ist F' € ¥, so sei W-rg(F):=0.
(b) Ist F' ¢ ¥ und
(1) F = GoH mit o€ {A,V}, dann sei
V-rg(F) := Max{¥-rg(G), V-rg(H)} + 1.
(2) F = QxG(x) oder F = Qa<tG(x) mit Q €{V,3}, dann sei
U-rg(F) := U-rg(G(a)) + 1.
(3) F = QopG(p) mit Q €{V, 3}, dann sei V-rg(F) := V-rg(G(a)) + 1.

Die Wahl der Formelklasse W, iiber die wir den Rang einer Formel definieren, héngt von
der in dem Fragment vorliegenden Induktion ab. ¥ muf} die Hauptformeln der Induktio-
nen und deren Negationen umfassen. Fiir S}, SL(A), UL, U™ und UY geniigt es also
sicherzustellen, da W die Menge ZPUTIP | =P(A)UTIP(A), Eil’bUHil’b R Sl iU) i il
bzw. XMW umfafit.
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Tatséchlich wiirde die Definition von W als die zu dem Fragment passende, oben angege-
bene minimale Menge die schirfste Formulierung des partiellen Schnitteliminationssatzes
ergeben, die sich ohne Mehraufwand zeigen liefle. I. allg. reicht es aber, die Schnittfor-

meln der Herleitungen auf die Formelmengen XP, Eb(A), SLb $LW hrw, LW 2y
beschrénken.

4.2 Definition
(a) Shrg := Sh(A)-rg = ZP(A)-rg
b) Ub-rg = Z1Prg

Sei IF eines der Fragmente Sh, Sb(A), Ub, ULY oder UY.

4.3 Lemma
Seien F,F' aus Ly, -
(i) F-rg(F) = F-rg(—F)
(ii) Geht F” aus F' durch gebundene Umbenennung hervor, so gilt
F-rg(F') = F-rg(F).
(iii) Aa) € B = Ub-rg(F(a)) = Ub-rg(F(A()).
(iv) Ala) € 3g™ = U5 -rg(F(a)) = U5™ -rg(F(A())).
(v) A(a) € W = UY-rg(F(a)) = Uy-rg(F(A())).
Beweis jeweils durch Induktion nach der Lange von F"

Sei U die zu IF gehorende Formelmenge. (i) bis (v) ergeben sich direkt aus der De-
finition von W-rg(F') und der Induktionsvoraussetzung unter Ausnutzung der Abge-

schlossenheit von ¥ gegen gebundene Umbenennung bzw. Substitution von Ecl,’b—,

$o™ - baw. 1 W-Klassentermen. O
Sind m,mq,...,mg, k <w, so wird im folgenden abkiirzend m > my,...,m; statt
m > Max{my,...,my} geschrieben.

Wir definieren nun ein Herleitungspradikat IF |-7ﬂ I' fiir endliche Formelmengen I". Dabei
ist m eine obere Schranke fiir die Herleitungslénge und r eine echte obere Schranke fiir
den Schnittgrad.

Dieser Begriff der Herleitbarkeit ist dquivalent zu dem Begriff mit lokal korrekten Herlei-
tungsbdumen, an deren Blédttern Axiome stehen.
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4.4 Definition von IF ITﬂ T

(a) Ist I' ein Axiom von IF, dann gelte IF 2= ' fiir beliebige m,r <w.

(b) Ist k<1, }Z;, i<k, = FT ein SchluB (S) ungleich (Schnitt) von IF
und gilt F IriEZ fir ¢ <k, dann gelte IF Irﬂf fir m>mq,...,myg.

(c) (Schmitt): Gilt FF-T,F und F T, -F und F-rg(F) < r, dann gelte
F Irﬁ ' fir m>mq,msy.

Wir schreiben IF lT ' dafiir, daB esein m <w mit F ITﬂ ' gibt.
Die folgenden drei Aussagen sind rein technischer Natur. Sie geben uns das formale
Riistzeug, um die anschlieBenden Beweise einfacher zu formulieren.

4.5 Lemma

(i) FF=Tq(t) fiir jeden Term ¢t aus Ly
FFE-T =
(i) F = Ta(B) fiir jede freie Variable 3. O

Lemma 4.5 impliziert eine technische Vereinfachung fiir Beweise durch Herleitungsinduk-
tion: Die Eigenvariablen in Schliissen mit Variablenbedingung kénnen immer auflerhalb
einer vorgegebenen endlichen Menge freier Variablen gewéhlt werden.

4.6 Tautologie- und Gleichheitslemma
(i) Fl 4,4
(ii) F b5 a#b,—A(a), A()

Beweis durch Induktion nach der Lénge von A:

Dabei benutzt der Indukionsanfang, also der Fall, da§ A eine Primformel ist, in (i)
ein logisches Axiom und in (ii) ein Gleichheitsaxiom. O

4.7 Lemma

Sei IV, A’ eine gebundene Umbenennung von I'; A, dann gilt:

i) FF-T = F}-r
(i) Fir G(a) € Lga mit BV(G)NBV(A) = 0 = BV(G) N BV (A') gilt
FFT,GA() = FFE-T1,GA()).
Beweis:
Der erste Teil 148t sich durch Induktion nach m beweisen. Teil (ii) ergibt sich aus der

Beobachtung, daf§ unter den gegebenen Voraussetzungen G(A’(.)) eine gebundene
Umbenennung von G(A(.)) ist. O
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4.8 Strukturschluf
]FITﬂF und m<n<w, r<s<w, ' C Aendlich = ]FI%A

Beweis durch Induktion nach m:
Die Bemerkung im Anschlufl an Lemma 4.5 zeigt, dafl sich die Eigenvariablen von
Schliissen mit Variablenbedingung immer aufferhalb von FV (A) wéhlen lassen. Darum
folgt die Behauptung aus der Induktionsvoraussetzung durch Anwenden des gleichen
Schlusses. a

Fiihrt man einen Beweis durch Herleitungsinduktion, so 1&8t sich in der Mengenschreib-
weise, im Gegensatz zur Sequenzenschreibweise, der Konklusion eines Schlusses i. allg.
nicht mehr die genaue Gestalt der Pramissen ansehen.

Hier liefert der Strukturschlufl eine Vereinfachung in der Betrachtung mdoglicher Pramis-
sen. Es geniigt, den Fall zu betrachten, daf§ die Hauptformel schon in der Pramisse vor-
handen ist, denn sonst fiigt man sie per Strukturschluf8 hinzu. Dies dndert nicht die
Herleitungsldnge der Préamisse, man kann also immer noch die Induktionsvoraussetzung
anwenden.

Wir bereiten nun den partiellen Schnitteliminationssatz vor. Wollen wir den Schnittrang
einer Herleitung von IF erniedrigen, so miissen wir unter anderem auch Schnitte mit
der Hauptformel eines Komprehensionsschlusses reduzieren. Wir erhalten in solch einer
Situation zwei Herleitungen

F|-I,F(A() und F|T,-F(a)

mit « ¢ FV(I') und F-rg(3¢ F(¢)) = r. Nun mochten wir gern in der zweiten Herlei-
tung o durch {w: A(u)} ersetzen und anschlieBend schneiden:

[LF(AQG) T, -F(A())
T

(Schnitt)

Mit Lemma 4.3 gilt F-rg(F(A(.))) < F-rg(3¢ F(¢)) = r, also ist dieser Schnitt einfa-
cher als der urspriingliche. Wir miissen noch sicherstellen, dal durch die Ersetzung der
Schnittrang der zweiten Herleitung nicht wéchst. Dies wird im Einsetzungslemma 4.10
geschehen.
Doch vorher tragen wir Eigenschaften der Einsetzung von Klassentermen in Formeln
zusamimen.
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4.9 Lemma

Seien A, B, F' Formeln, deren gebundenen Variablen paarweise verschieden sind.

(i) Sei A(a) € =P
Fex!® — Fu(A() ex?
FelIll — Fu(A()) em}?
(i) Sei A(a) € =g
Fext™ — Fu(A() ex!™
FelllV' — Fa(A()) e™

(-
(iii) (Fb(t))a(A(.)) = ( A()), () falls b ¢ FV (A).
(iv) (qu) F(gb)) (F(,B ) (¢) falls 5 neu ist.

(v) (Fg({u: Bb<u>}>)&<A<.>> = (Fa(4()) g{u : (Ba(AQ))p(w)})
falls 5 neu fir A und B ist.
Beweis:

(i) Sei F' :i= Fu(A(.)). Durch Induktion nach der Lange von F wird gezeigt:

1) Fexi® — Fex

Vi :
2) Fell!’® — F e,

Dabei betrachten wir nur den Fall (1) F € Eil’b , der andere Fall (2) F € Hil’b
wird dual bewiesen.

(a) F e Eil " sei eine Primformel.
Fir a ¢ FV(F) ist Y = F.Anderenfalls mufl F = t€a oder F =
t ¢ a sein. Also hat F’ die Gestalt F’' = A(t) bzw. F' = —A(t). Nun
ist A(a) € Etll’b und somit F’ € Z(l)’b C Eil’b.
(b) F = GoH € Z;[’b mit o € {A,V}. Dann mufl G, H € Eil’b sein. Die
Induktionsvoraussetzung liefert uns hieraus G’, H' € Eil b , also
F'= GoH ex®
(¢c) F = Qa<tG(z) € Eil’b mit Q€ {V, 3} . Fiir eine neue Variable b gilt dann
G(b) € Zil P Also produziert die Induktionsvoraussetzung G’(b) € Eil b
mithin
F' = Qu<tG'(x) € P,
(d) F = QzG(x) € Eil’b ist nicht moglich.
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(e) F = J9G(9) € Eil’b . Dann ist G(f) € Eil’b fiir eine neue Variable /3
und ¢ > 0. Aus der Induktionsvoraussetzung erhalten wir G'(5) € Eil P und
somit

= 36G'(9) € B,
(f) F = VYoG(9) € Eil’b Nach der Definition von Elb muf} F € l_Il 1 und
i > 1 gelten, da F ¢ Eib ist. Dann ist G(f) € Hilj fiir eine neue
Variable $ und die Induktionsvoraussetzung zeigt G'(f3) € Hil_’ki , mithin

= Yo G'(¢) e IS c P

(ii) Das Argument ist hier analog zu (i). In den Fillen (e) und (f) miissen wir zusétz-

lich fiir FF = Qo G(¢) € Ellw /1‘[11W beachten, daB F die Gestalt Q¢ H(¢l")
fiir eine Formel H € =™ /TII™" hat, deren Léiinge dann auch kleiner als L(F)
ist.

(iif) -

(v) wird jeweils durch Induktion nach der Linge von F' bewiesen. O

4.10 Einsetzungslemma

(i)

Sei A(a) € TP mit BV (L) NBV (A(a)) = 0, dann gilt

UL AT = U - Ta(A()).

(ii) Sei A(a) € Z1W mit BV(I')NBV (A(a)) =0, dann gilt

UY =T = UY | T ())

Beweis in beiden Fallen durch Induktion nach m
Sei I" := I'q(A(.)), entsprechend F".

(i)

Ist T ein logisches Axiom, so zeigt das Tautologielemma 4.6 ( U1 |— .

Falls t+#s,t¢ a,s€a in I sind, folgt Ul |T I durch Zwelmahge Term-

ersetzung 4.5 (i) angewandt auf das Gleichheitslemma 4.6 (ii): U |5 ¢ # s,
—A(t), A(s) .

Die iibrigen Moglichkeiten fiir I', Axiom zu sein, beinhalten nur Formelmengen
mit Hauptformeln, die o nicht enthalten. Damit hat I dieselbe axiomatische
Hauptformel wie I'. Also gilt U} |—I".

Liegt kein Axiom vor, so werden beziiglich des letzten Schlusses (S) folgende
Fille unterschieden:
Ist (S) aus (A), (V), (V), (), (V<), (I<), dann erhalten wir die Behaup-
tung direkt aus der Induktionsvoraussetzung mit demgleichen Schluf (S).
Schwierigkeiten mit den obigen Variablebedingungen treten nicht auf, da
unter Beriicksichtigung der Bemerkung an Lemma 4.5 die Eigenvariablen
in (V) und (V<) passend gewihlt werden konnen.
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(Schnitt) Der letzte Schluf hatte die Gestalt
UL P, Uy 2T, -F = UL =T
mit my,me <m und Ub-rg(F) <r.
Ohne Einschrankung sei BV (I', ') N BV (A) = 0. Die Induktionsvoraus-
setzung liefert uns Ul lT I",F" und Uj lT [V, =F". Nun erhalten wir
aus Lemma 4.3 (iii), Ub-rg(F') = Ub-rg(F) < r, mit einem (Schnitt)
UL T
(V?) Als letzter Schluf liegt
Us - TVo F(9), F(8) = U E=T.¥6 F(9)
mit m; <m und S ¢ FV(I',Vp F(¢),A) U{a} wegen der Bemerkung
zu Lemma 4.5 vor. Dann liefert uns die Induktionsvoraussetzung
Ub - T, (Vo (), (F(8))q (AL)) -
Lemma 4.9 (iv) zeigt
(Vo F(9)) = Yo (F(B))a (A()g(¢) -
Also folgt mit (V?) wegen 8 ¢ FV (I, (Vo F(¢))')
U, |- TV, (Vo F(0))
(3?) Da F(a)sich als F({u:u€a}) schreiben li8t, kénnen wir diesen Schluf
als (Eé’b—CA) auffassen.
(Eil ’b—PIND) Hier folgt die Behauptung aus der Induktionsvoraussetzung unter
Beriicksichtigung von Lemma 4.9 (i), (iii).
(E(l,’b—CA) Es gibt B € E(l,’b und my <m mit
Uy 1,30 F(9), F(B()) = Uy - T,30F(9).
Ohne Einschrankung gelte BV (B) N BV (A) = (. Seien §,b neue Varia-
blen, dann ergibt folgende Definition

G i= F(B), C = B(b)
und die Induktionsvoraussetzung
Ub |- T, (36 F(9)), (G(Cy()) - (1)
Lemma 4.9 (v) bezeugt
(Ga(Cy()) = GHCH).
Mit diesem und Lemma 4.9 (i) 148t sich (E(l]’b—CA) auf (1) anwenden:
U, I, (30 F(¢), 30 Gp(0) -
Lemma 4.9 (iv) liefert dann die Behauptung.

(ii) Dieser Punkt lduft analog zu (i) bis auf folgende Félle:

(SLW_LIND) Hier folgt die Behauptung aus der Induktionsvoraussetzung unter
Beriicksichtigung von Lemma 4.9 (iii) und der Abgeschlossenheit von 31w
gegen Substitution von X1V-Klassentermen.

40



(ZLW.CcA) Mit B € XMW und m; <m liege folgender letzter Schluf vor:

UY F 1,36 F(9), F(B()) — UY F-T,36 F(6).
Wie unter (i) folgt fiir G = F(B), C = B(b)

UY - I, (30 (). GR(C()})

Da 1% abgeschlossen ist unter Substitution, erhalten wir C’ = B(b)' €
L% und daraus mit (Z1W-CA)

Uy kT, (36 F(6)) .30 Cl5(0).
Wieder liefert Lemma 4.9 (iv) die Behauptung. O

In U;W* 148t sich ein Einsetzungslemma in der obigen Form nicht beweisen, da i. allg.
die Menge {u < |t| : A(u)} so nicht beweisbar existent ist, sondern nur die Existenz
von Mengen ¢ mit Va<|t| (x € ¢ <> A(x)) gewihrleistet wird. Hier miissen wir anders
vorgehen.

Gehen wir davon aus, dafl zwei Herleitungen

USY =D F{u<t]: A(w)}) und URY T, =F(al)

mit o« ¢ FV(I') und U;W*—rg(ﬂqﬁ F((b't')) = r gegeben sind, so setzen wir sie wie folgt
zusammen, wobei fiir den ersten Schluf3

U™ -rg(F({u < [t] - A(w)}) < U3 -rg(30 F(9) =7
mit Lemma 4.3 ausgenutzt wird.
O F{u<|t|: A(u)}) I, —F(alf)

Y
I, =Va<|t| (v € ol « A(x))

[, =3¢ Va<|t| (z € ¢l «+ A(z))

(V%)

Mit A(a) € gV st JoVa<|t| (z € ¢l & A(x)) eine X1V -Formel, also hat das
Komprehensionsaxiom den Rang 0 und wir konnen damit schneiden.

Daf§ die bendtigten Zwischenschritte auch schnittfrei herleitbar sind, zeigt das néchste
Lemma.

4.11 Lemma
Sei A(a) € 5™ und G(f) eine beliebige Formel. Es gilt

(i) UV b —Va<|t| (z € ol & A(2)), ~G({u < Jt] : A(u)}), G(all).
(i) USY" b= 3o Va<t| (x € o < A(z)).
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Beweis:
(i) Wir zeigen die Behauptung durch Induktion nach der Lénge der Formel G. Ist
B ¢ FV (G), so liefert das Tautologielemma 4.6 (i) das Gewtiinschte.
Ist G = s€f,soist ~G({u<|t]: A(v)}) = s<£|t| vV ~A(s) und G(all) =
s € all . Das Tautologiclemma 4.6 (i) liefert uns schnittfreie Herleitungen von

—A(s), A(s) und von s¢alfl s€all mit denen wir dann die folgende schnitt-
freie Herleitung bilden:

—A(s),A(s)  sé¢all seall

()
) —A(s), A(s) A s ¢ all s € altl
39 —A(s), (s € all &3 A(s)), s € alt
2(v) s £ |t], ~A(s), 3z<|t] ~(z € ol & A(z)), s € ol
s L |t| v =A(s), Va<t| (z € all <3 A(z)),s € all.
Ist = s5¢83,sogilt ~G{u<|t|: A(u)}) = s<|t| A A(s) und G(alll) =
s gé at = s<£|t| V s¢ a. Analog zu oben verwenden wir das Tautologielemma
6 (i), um die folgende schnittfreie Herleitung zu bilden:
—A(s), A(s) s¢altl seall
(A)
) —A(s) A s€all, A(s), s ¢ alfl
5 €all & A(5). A(s) 5 ¢ " s<tl,s £ |t
(3=<) (s €all & A(s)), s < [t| A A(s), s ¢ ol s £ 1]
oy @ at & A@) s < A A) s ¢ a5 L1

—Vo<|t| (v € ol & A(z)),s < |t| A A(s),s ¢ al'l.

In den iibrigen Féllen ergibt sich die Behauptung aus der Induktionsvorausset-
zung und einem der Paare (A),2x (V), (3<),(V<), (3),(V) oder (3?),(V?).

(ii) Das Tautologielemma 4.6 (i) liefert uns eine schnittfreie Herleitung von
—A(a), A(a) , die wir wie folgt schnittfrei verlangern:

vy M)Al (o 2A@A@  a<ilagl
2(V) a £ [t] vV —A(a), Ala) 2v) —A(a),a < |t| A Ala),a £ |t
(A)

a<l|t| N Ala) = A(a) a<lt], A(a) = a < |t| A A(a)
a<|t],a <|t| A A(a) <> A(a)

Va<lt| (z <[t| A A(z) > A(x))
JoVa<lt| (¢ < A(x)) .
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Sei IF eines der Fragmente Sh, Sb(A), Ub, USY oder UY.

4.12 Inversionslemma

(i)

(i)

FE-T, A4 A4 = FFE-T,A; firi=1,2.
F-T,VaF(z) = T [=T,F(s) fiir s beliebig.

(ili) F P~ I, Va<t F(z) = F =T,s¢t F(s) fiir s beliebig.

(iv) F F=T,V¢ F(¢) = F F-T,F(a) fiir a belichig.

Beweis durch Induktion nach m:
Unter Ausnutzung der Bemerkung zu Lemma 4.5 fiir (ii) und (iii) folgt die Behaup-
tung elementar. O

4.13 Reduktionslemma
Sei F' vom V-Typ mit F-rg(F) =r > 0, dann gilt:

FI-T,F&F |- A-F = F}TA.

Beweis durch Induktion nach m:
Ist T, F' ein Axiom, dann auch I', da jede Hauptformel eines Axioms den IF-Rang
0 hat und >0 ist.

Sei also I' F' kein Axiom und (S) ein letzter Schluff. Es werden folgende Fille
unterschieden:

(1)

F ist nicht Hauptformel dieses letzten Schlusses (S). Dann gibt es Formelmengen
=; fir ¢+ <k mit

IF‘I%EZ,F und mq,...,mp <m, (1)
(S) Ei, i<k, = T istein Schlufin IF,

und bei Beriicksichtigung der Bemerkung nach Lemma 4.5 gilt {iberdies
(S) E, A, i<k, = TI,A istein Schlufin IF. (2)

Die Induktionsvoraussetzung angewandt auf (1) liefert IF |7 =2, A fir 1 <k.
Falls (S) = (Schnitt) ist, mufl der IF-Rang der Schnittformel kleiner als 7 sein.
Dann produziert (2) die Behauptung.

Nun sind noch die Félle {ibrig, in denen F' Hauptformel des letzten Schlusses ist. Da
F vom V-Typ und TF-rg(F) > 0 ist, kann (S) nur noch einer der Schliisse (V), (3),

(3<), (32), oder (TFP-CA), (Z1W-CA) bzw. (wEg™ -CA) sein.
(ii) Ist (S) aus (V), (3), (3<2), (F*), dann hat die Hauptformel F die Gestalt A; V

Ay, I G(x), Jz<tG(x) bzw. JpG(o), da fiir (S) = (I<) wegen F-rg(F) >
0 = IF-rg(s <t) die Hauptformel F nicht s <t gewesen sein kann.
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Sei H die Nebenformel des Schlusses, also hat H die Form Aig fiir ein
io € {1,2}, G(s) fir einen Term s aus Lga bzw. G(B) fur eine freie
Variable f§  und es existiert ein m; <m mit F I% I', F, H . Hieraus lie-
fert die Induktionsvoraussetzung T |— I, A,G. Mit 4.12 (i)-(iv) und einem
Strukturschluf} 4.8 folgt F lT A, -G

Nun ist F-rg(G) < F-rg(F'), also liefert ein (Schnitt) die Behauptung.

(iii) (E(l)’b—CA): F hat die Gestalt 3¢ G(¢) und der letzte Schluf die Préamisse
b - TLE.G(A()
mit my <m und A(a) € Z(l)’b . Die Induktionsvoraussetzung produziert
UL T A,G(A(). (3)
Unter Beriicksichtigung von Lemma 4.7 gelte ohne Einschrinkung
BV (A)NBV (A F)=10.

Mit dem Inversionslemma 4.12 (iv), dem Einsetzungslemma 4.10 (i) und einem
Strukturschlufl 4.8 erhalten wir aus der zweiten Voraussetzung

b DA -GA()). (4)
Nun ist
Ubrg(G(A'() = Ub-rg(G(A()
4.3 (i .
D Uirg(c)
< Ubrg(F)=r.
Damit ergibt ein (Schnitt) von (3) und (4) die Behauptung.
(iv) (wEg™ -CA): F hat die Gestalt 3G (41) und als Primisse des letzten
Schlusses liegt
U3" B TR G({u < [t - Aw))

mit m; <m und A(a) € E(l)’w* VOr.
Sei «a eine neue Variable. Es ist U;w*—rg (G(a‘”)) < r und wie unter (iii) sehen
wir USY org(G({u < |t| : A(w)})) < r. Mit Lemma 4.11 (i) gilt

USY by ~Vaslt] (z € ol & A(2)), ~G({u < |t] - A(u)}), G(al)

also liefert ein (Schnitt) mit der Induktionsvoraussetzung inklusive Struktur-
schluf3 4.8

U™ | DA, Gal), =Va<|t] (z € ol 5 A(z)).
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Ein (Schnitt) mit dem Inversionslemma 4.12 (iv), angewandt auf die zweite
Voraussetzung, zeigt

U™ |- T, A, ~Va<lt] (z € ol & A(z)),
also mit (v?)
U™ | T, A, ~3gVa<|i] (z € o & A(2)). )

Da nach Lemma 4.11 (ii) (WE(IJ’W*—CA) schnittfrei herleitbar ist, folgt mit einem
Strukturschlufl 4.8

U™ |- T, A, 3¢ Va<lt] (v € ¢l & A().
Nun ist
U™ -rg(FoVa<lt] (z € ¢ & A(x)) =0,

also liefert ein (Schnitt) mit (5) die Behauptung.
(v) (ZVW-CA): F = 3¢ G(¢) und der letzte SchluB hat die Pramisse

Uy [T F.G(A()

mit m; <m und A(a) € XY . Dann folgt die Behauptung wie unter (iii)
mit dem einzigen Unterschied, da8 hier Lemma 4.10 (ii) an Stelle von Lemma
4.10 (i) ausgenutzt wird. O

4.14 Eliminationssatz
FE-T = FT.

Beweis durch Hauptinduktion nach r» und Nebeninduktion nach m:
Ist I' ein Axiom, so ist nichts zu zeigen. Sei also I' kein Axiom und (S) ein letzter
SchluB. Ist (S) kein (Schnitt) vom Rang ' > 0, so folgt die Behauptung direkt aus
der Nebeninduktionsvoraussetzung mit demgleichen Schlufl (S). Also bleibt noch der
Fall zu betrachten:
(Schnitt) FF-T,F & FF=TI,-F = F}F-T

mit my,my <m und 0 <7’ := F-rg(F) < r. Nun liefert die Nebeninduktions-
voraussetzung

FI-I,F & Fl+I,-F.
Mit dem Reduktionslemma 4.13 folgt hieraus IF lT I'. Dann produziert die Haupt-

induktionsvoraussetzung die Behauptung. a

Ist IF eines der Fragmente Si, SL(A), U, U;W* oder U¥, so erhalten wir fiir Formel-
mengen I aus P, BP(A4), TP BIW hzw W mit F T durch partielle Schnitt-
elimination eine Herleitung von T in F, in der alle auftretenden Formeln aus P, XP(A),
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»Lb »1Lw" 1w, 3% sind. Diese schwache Teilformeleigenschaft ist fiir die meisten
Fragestellungen in der Berschréankten Arithmetik ausreichend, so auch fiir den weiteren
Verlauf dieser Arbeit. Im nun folgenden mittleren Teil dieser Arbeit nutzen wir diese
Teilformeleigenschaft aus, um mit Ubersetzungen von P in 3% und von %" in P
durch Herleitungsinduktionen den erststufigen Hauptsatz der Beschrédnkten Arithmetik
von Sh auf U™ zu iibertragen.
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Teil B

Der Hauptsatz der Beschriankten Arithme-
tik fiir USY



5 Beobachtungen in Uy"

Zu Beginn dieses Abschnitts iibertragen wir die Ergebnisse aus Abschnitt 3 fiir S}, auf
U;W*. Dariiberhinaus beschéftigen wir uns mit Komprehensionen sowohl im zweitstufigen
als auch im erststufigen Bereich. Als wichtigstes Ergebnis erhalten wir, daf3 U;w* fiir i >0
eine iiber (WE(I)’W*—CA) hinausgehende Komprehension beweist, ndmlich (WZ]i1 ’W*—CA).
Im erststufigen Bereich ist die Komprehension von der Einschrinkung der erststufigen
Quantoren in Eil W auf scharf beschréinkte, also logarithmische, Anfangsstiicke abhéngig.
Wie wir spéter noch sehen werden, hat dies zur Folge, dafl eine Formulierung wie etwa

Jx Vy<|t] (y € a <> Bit(y, z) = 1)

nicht in Ugw* gilt, da der Existenzquantor nicht scharf beschrinkt werden kann. Diesem
gesamten Teil B liegt [Takeuti 1991] zugrunde.

Wir kénnen hier die zu iibertragenen Aquivalenzen aus Abschnitt 3 schon iiber Ug’w*
beweisen, da in Ug’w* alle fiir die Beweise benotigten Funktionen aus P a priori vorhanden
sind. Dagegen wurden sie in S}, durch ein aufwendiges Bootstrapping-Verfahren definiert,
bei dem man die gewiinschten Eigenschaften beweisen muf}. Das wesentliche Beweismittel
dabei ist (ZP-PIND).

Zuerst betrachten wir die verschiedenen P- und L-Induktionen iiber Ug’w*. Fiir S sind
(EP-LIND), (ITP-LIND), (ZP-PIND) und (ITP-PIND) dquivalent. Hier zeigen wir die Aqui-
valenz von

(a) U™ + (2™ -LIND)
(b) U™ + (=™ -PIND)
(c) U™ + (I -LIND)
(d) U™ 4 (TI™ -PIND) .

5.1 Lemma
(i) US™ + (Z{" -LIND) beweist (I -LIND)
(ii) US™ + (I]"™ -LIND) beweist (™ -LIND).
Beweis:
Fir (i) sei A(a) € I mit a ¢ FV(A(0)) und ¢ ein Term aus Ly, . Da
Induktionsregel und -axiom aquivalent sind, geniigt es,

U™ | —A(0), -V (A(z) — A(Sz)), A(|t])
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zu beweisen. Wir fiihren den Beweis informal in U;W*. Gelte

S A(l) 1)
und

Vo (mA(Sz) — —A(z)) . (2)
Dann ist —A(0) zu zeigen. Dazu sei

B(b) :i= —A(|t| - b)
fiir eine neue Variable b, dann ist B(b) € Zil ™ und aus (1) folgt

B(0). (3)
Aus (2) erhalten wir

Vz (B(x) — B(Sz)), (4)
denn gelte B(z) fiir ein beliebiges x, also

SA(Jt] = ). (5)

Ist |t|=x = |t| =Sz, so zeigt (5) —A(|t|=Sz). Seialso |t|=z # |t|-Sz, dann zeigen
die Axiome S(|t| = Sz) = |t| =z, also folgt —A(S(]¢t| = Sx)) mit (5). Hieraus liefert
nun die Voraussetzung (2) —A(]t| = Sz). In jedem Fall haben wir B(Sx) gezeigt,
womit (4) bewiesen ist.

Aus (3) und (4) folgt mit (3" -LIND) B([t]), mithin =A(0).
Der gleiche Beweis mit A(a) € Eil " und Anwendung von (Hil W'_LIND) zeigt auch
(ii). O
5.2 Lemma
(i) USY + (2} -LIND) beweist (X{"V -PIND)
(ii) US™ + (I}"™"-LIND) beweist (II{"™ -PIND).
Beweis:

Fiir (i) sei A(a) € Zil’w* mit a ¢ FV(A(0)) und ¢ ein Term aus Lg, . Wiein 5.1
geniigt es, das dquivalente Induktionsaxiom herzuleiten:

U5™ b —A(0), ¥ (A(|2)) = A(2)), A().
Wir argumentieren wieder informal in Ugw*. Gelte also

A(0) (1)
und

vz (A(l57)) = A(z)) (2)

dann ist A(t) zu zeigen. Sei b eine neue Variable. Fir B(b) i= A(MSP(t,|t| = b))
folgt aus (1)

B(0), (3)
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denn die Axiome liefern MSP(¢,|t| = 0) =0. Um

Va (B(z) — B(Sx)) (4)
zu zeigen, nehmen wir B(z) fiir ein beliebiges z an, also
ANSP(t, 1] = 7). (5)

Ist x < |t], so folgt aus den Axiomen
MSP(L[t] = o) = [IMSP(L|t] = S)] |

also mit (5) A(|2MSP(¢,|t| = Sz)]) . Voraussetzung (2) darauf angewendet produ-
ziert A(MSP(t,|t| =~ Sz)), mithin B(Sz). Im anderen Fall ist x > |t|, also [t| ~ 2 =
0 = |t| = Sz . Damit zeigt (5) A([3MSP(¢,[t| = Sz)]), mithin B(Sz). Insgesamt ist
(4) gezeigt.

Aus (3) und (4) folgt mit (Eil’w*—LIND) B(|t]), also
A(MSP(E, [t] = [t])) -

Kombinieren wir dies mit MSP(¢, || =|t|) = ¢, was wir aus den Axiomen extrahieren,
so ergibt das

A(t).
Der gleiche Beweis mit A(a) € Hil ™" und Anwendung von (Hll "W'_LIND) zeigt auch
(ii). O

Die fehlenden Implikationen der behaupteten Aquivalenzen adaptieren wir aus
[Buss 1986]:
5.3 Lemma
(i) U™ + (21" -PIND) zeigt (X" -LIND)
(ii) US™" + (I}"™"-PIND) beweist (I -LIND).
Beweis:

Fiir (i) sei A(a) € Eil’w* mit a ¢ FV(A(0)) und ¢ ein Term aus Ly, . Wir zeigen
wieder das dquivalente Axiom:

U™ b =A(0), Ve (A(x) = A(Sx), A(Jt]) -
Dazu sei B(a) = A(|a|) . Es gilt

Us™ b =A(0), B(0)
und

U;W* F —Vz (A(z) — A(Sz)),Va (B(l52]) = B(x)).
Nun ist B(a) € 31", also folgt mit (X{"™ -PIND)

U3™ b 24(0), ¥z (A(x) — A(Sw)). B(1) .

was zu zeigen war.
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Der gleiche Beweis mit A(a) € Hil " und Anwendung von (Hll W"_PIND) zeigt auch
(ii). O
5.4 Korollar

Wir haben nun die Aquivalenz folgender Theorien gezeigt:
(a) U™ + (21" -LIND)

(b) US™ + (21" -PIND)
() Ugw (T} "™ -LIND)
(d) USY + (I} -PIND) . O

Als néchsten Punkt beschéftigen wir uns mit logarithmischer Minimierung. Mit Satz 3.2
wissen wir schon, da8 S + (ZP-LMIN) dquivalent zu S3 4 (ITP-PIND) ist. Wir haben eine
analoge Aussage fiir Uy"

U™ 4 (SIWLMIN) st dquivalent zu US4 (ITMY'-LIND) |

Dabei betrachten wir hier eine etwas andere Form des (V-LMIN)-Axioms als in Abschnitt

3. Die dort verwendete Gestalt wird den Besonderheiten von U;W* nicht gerecht, da
erststufige, beschrankte Quantoren auftreten, die nicht scharf beschrankt sind.

(ZF™-LMIN)  Jz<[b] A(z) — Ja<|b| (A(x) A Vy<lb| (y < = =A(y)))
fir A(a) € 2 mit a ¢ FV (A(0)).

5.5 Lemma
U™ + (=™ -LMIN) beweist (IT{™ -LIND).

Beweis:
Wir nehmen an, es gelte

A(0) und —A(Jt])

fir A(a) € Hil’w Dann existiert mit (Elw -LMIN) minimales z < [¢| mit —A(x).
Wegen A(0) mufl > 0 sein, also folgt aus der Minimalitat von z A(xz = 1). Mithin
erhalten wir 3z (A(z) A —A(Sx)) . Damit haben wir

=V (A(z) — A(Sz))
gezeigt, insgesamt also (TT}"™ -LIND). O

Die andere Richtung der oben behaupteten Aquivalenz liefert das folgende Lemma.

5.6 Lemma
USY" beweist (™ -LMIN).

Beweis:
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Sei A(a) € =™ und a ¢ FV (A(0)). Der Beweis erfolgt in U5™".
Gelte —3Jz<|b| (A(z) A Vy<z—A(y)) , also

Va<|b| (=A(z) V Jy<z A(y)) , (1)
dann ist Va<|b| —A(x) zu zeigen.

Dazu sei B(c) i= Vy<|b| (y<c — —A(y)) € Hil’w* fiir eine neue Variable c. Aus (1)
folgt fir x =0 —A(0) und somit

B(0). (2)
Um

Vz (B(z) — B(Sz)) (3)
zu erhalten, nehmen wir ein beliebiges z mit B(z), also

Vy=[bl (y <z = —A(y)) . (4)

und schlieflen auf B(Sz) = Vy<|b| (y < Sz — —A(y)) . Nach der Voraussetzung (4)
gilt fiir y <|b] und y < z schon = A(y). Bleibt noch der Fall y <|b| A y <Szund y £ =
zu betrachten. Die Axiome stellen y=Sz <+ (y£L2zAy<Sz) und w<Sz+ w<z
sicher, also erhalten wir mit (1)

—A(Sz) V Jw<z A(w)) . (5)

Die Voraussetzung (4) zeigt Vw<z—A(w), daher ist in (5) das zweite Disjunktions-
glied nicht erfiillt, also gilt —A(Sz) , d. h. =A(y) . Damit haben wir den Induktions-
schritt (3) gezeigt.

Nun schlieBen wir mit (IT;"™ -LIND) aus (2) und (3) auf B(|b]) = Vy<|b| (y<|b| —
-A(y)), also auf
Va<|b| = A(z) . O

Nun kommen wir zu Funktionen f, die durch langenbeschréanktes Zéhlen aus einer Formel
A(a, b, c) definiert werden:

f(a,b) = #u<|a|A(a,b,u) .

In S sind solche f fiir A(a, b, c) € A? beziiglich S3 3-definierbar in S3. Entsprechend
gilt fiir A(a,b,c) € Ai’w* beziiglich Ué’w*, daB f Ei’w*—deﬁnierbar iiber U;’w* ist.

5.7 Satz

Sei A(a, b, ¢) aus AT beziiglich U3™ | FV(A) C {a,b,¢} undsei f definiert durch
langenbeschrianktes Zahlen nach A, also

f == Xab.#u<|a|A(a,b,u) .
Dann ist f Z}’W*-deﬁnierbar in U;’w*.

Beweis:
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Sei d eine neue Variable. Wir definieren eine Ei’w*-Formel B(a,d, a,b), die folgendes
beschreibt:

Va<d (a(a:) = #u<zAla,b, u)) :

Wir miissen also beschreiben, dafl « eingeschrankt auf {0, ...,d} eine Funktion mit
Va<d (a(z) < Sx) ist:

Ve<|al (z < d — Jy<S|a| ((z,y) € a Ay < Sx)) (1)

Va<|a| Yy<S|a| Vz<S|a| ((x,y) €a A (z,2) Ea — y=2), (2)
daB a(0) = { ) X{la("’é?%)o) gilt:

((0,0) e vV (0,1) € @) A ({0,1) € @« <> A(a,b,0)), (3)

und daB fir a(r) =y dann o(Sx)= { 4 ~4(a,b,5z) ist:

Sy : A(a,b,Sx)
Ve<|a| Vy<|a| (x < |a| Az <d A (z,y) € (@)
— (((Sz,y) € a V (Sz,Sy) € ) A ({(Sz,Sy) € a <> A(a,b,Sx)))) .

Die Konjunktion der Formeln (1) bis (4) ergibt B(«, d, a,b). Da A aus A}’W* beziiglich

Ué’w* ist, ist ohne Einschrankung B € Ei’w* . Sei t i= SqBdy(2a + 1), dann gilt
Vr<SaVy<Sa ({(x,y) < |t|) .

Wir zeigen nun Ugw* F 3¢ B(¢", |a|,a,b) durch (Ei’w*—LIND) nach d in

3¢ B(¢", d, a,b) . Es gilt:

() U™ k30 B(¢".0.a.)

(i) U™ F -3¢ B(¢", d,a,b),3¢ B(¢!,8d, a,b).

Denn (i) ergibt sich mit zweimal (w¥g™ -CA) aus
U™ b B({{0.0)},0,0.b), B({{0,1)},0,a,)
und (i) erhalten wir durch zweimal (wg™ -CA) und (¥?) aus
U™ | =B(a.d, a,b), B(V;,Sd, a,b), B(Vs,Sd, a,b)
mit
Vi={u<l|t|: (B(1,u) <dAuea)vIy<|al ((d,y) € I A (Sd,y) =u)}
und
Vo={u<|t|: (B(1,u) <d Auea)vIy<|al ((d,y) € o/t A (Sd,Sy) =u)}
Nun ist 3¢ B(¢l!, d, a,b) € BTV also zeigt (1™ -LIND) mit (i) und (Schnitt) mit

(1)
U™ |- 3¢ B(¢", |al, a,0) .
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Sei C(a, b, e) die £ -Formel

36 (B(@"", |al,a,b) A e <|a| +1 A (Jal,¢) € ¢I).
Damit zeigt die Definition von B(«,d, a,b)

Uy™ | Va vy 32<S|z| C(x,y, 2)

U™ Vo Vy Vo Vo (C(z,y,21) A C(2,y,22) — 21 = 22) .
Des weiteren gilt IN EVaVyC(z,y, f(z,y)), denn wir erhalten fir o C IN mit
N = B(al!, |a|, a,b) durch Induktion nach d

N EVa<dVy<S|a| ((3:, y) € o'l &y = Hu<zAla,b, u))
fir d <|a|. Mithin

Cla,be) <= (lal,e)eal Ae<]a|+1

<  e=#u<l|a|A(a,b,u) =1(a,b).

Also 1a8t sich f 37" -definieren beziiglich U™ . 0

Bemerkung

Die Aussage von Satz 5.7 1483t sich auch auf Formeln A(a, a, b, ¢) aus Ai’w* beziiglich
U%’W* mit freien Mengenvariablen relativieren. Man erhélt dann nur noch eine Quasi-
funktion F' mit

F(a,a,b) = #u<|a|A(a, a,b,u)
die durch eine 2™ -Formel C(av, a, b, €) definiert wird.
N £V Va vy (C(6,z,y, #uslz|Alg, 2,y,u)))
Fiir C' zeigt Ugw* die Funktionseigenschaft:
Uy™ | Vo VaVy3z<S|z| C(¢, z,y, 2)
U™ b Vo Ve Vy Ve Vo (C(d, 2.y, 21) A C(, 2y, 2) = 21 = 25)
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Diese Bemerkung geht in den Beweis von (WEil W'_CA) in U™ in der Form cin, daf durch
lingenbeschrinktes Zihlen die Menge off € {u <|t|: A(u)} maximert wird. Dann gilt
auch die andere Inklusion und somit ist die Existenz eines o mit ol = {u < |t| : A(u)}
gezeigt.
5.8 Satz

U;W* beweist (WEil’W*—CA).
Beweis:

Sei A(a) € Eil’w , t ein Term aus Ly, , b, ¢ neue Variablen und

B(b) = 3¢ (#u<lt|(u € ¢") = b A Va<lt| (z € ¢ — A(x))).
Die Bemerkung zu Satz 5.7 zeigt, daB #u<|t|(u € ¢/1) =b durch eine £ -Formel
beschrieben werden kann. Also ist B(b) € =™ . Um mit (E{"™ -LMIN) ein maxi-

males b mit B(b) zu bestimmen, sei C(b) := B(|t| +2 =~ b). Aus den Axiomen folgt
UL™Y |- |4t + 2| = |t| + 2, also erhalten wir

Us™ | C(j4t+2))
mit (wEg™ -CA), da #u<|t|(u € ®) =0 A Va<|t| (z € ) — A(z)) erfiillt ist.
Mit (Eil’w*—LMIN), Lemma 5.6, erhalten wir

U™ |- By<|at + 2| (Cy) A Vz<|dt + 2] (z <y — —C(2))) .
Nun argumentieren wir in U;W*:

Sei y <[t/ +2 mit

B(|t| +2 = y) (1)
und

Vz<y-B(|t| +2 = 2), (2)
dann gibt es fir k := |t|+2 =y ein ¢ mit

#uslt|(ue @) =k & Va<|t|(z € ¢! = A(z)). (3)

Da immer #u<|t|(...)<|t|+1 ist, muBl k <|t|+ 1 und damit y >0 sein. Also liefert
(2)
-B(k+1). (4)

Um Va<|t| (A(z) — x € ¢I*) einzusehen, nehmen wir an, da8 ein « < [t| mit A(z)
und x¢ ¢l existiert. Mit (WE(I,’W -CA) existiert eine Menge v, fiir die fl=¢llU{z}
gilt. Dann erhalten wir

Va<|t] (z € ¥ — A()). (5)
Durch (£]™'-LIND) nach d 1iBt sich

< i Husd(uc o) . d<auz
#u_d(uew>—{#u§d(u€¢lt)+1 o <d<l|t
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zeigen, was fiir d = [t|
Hu<|t|(u ey =k +1
liefert. Dies ergibt mit (5) B(k + 1) im Widerspruch zu (4).

Es zeigt sich Va<|t| (A(z) — 2 € ¢/*l) und somit Va<|t| (A(z) + x € ¢lYl) | also gilt
die Behauptung. a

Um den erststufigen und zweitstufigen Bereich von U;W* noch weiter zu charakterisieren,
untersuchen wir, welche Form von Komprehension sich im erststufigen Bereich simulieren
1aB8t. Wir haben unter anderem folgende Moglichkeiten, die Komprehension zu iibertra-
gen:

(i) JzVy<a(y € a <> Bit(y,z) =1)
(i) JxVy<|a| (y € a > Bit(y,z) =1)
(iii) Elx‘v’y<‘|a|‘ (y € a <> Bit(y,z) =1).

Die erste Moglichkeit erscheint wenig erfolgversprechend, da z in der Groflenordnung
2% gewihlt werden mufl und die Exponentiation keine beweisbar totale Funktion in der
beschrankten Arithmetik ist. Bei der zweiten Variante mufl x in der Gréfenordnung a
gewéhlt werden, der Existenzquantor 1afit sich daher nicht scharf beschridnken. Dies ist
aber fiir U;W* eine ungiinstige Situation, da polynomiale Quantoren nur iiber die zweite
Stufe in X1 realisiert werden. In der Tat werden wir im dritten Teil dieser Arbeit sehen,
daB diese Formel in keinem Fragment U;W* beweisbar ist. Die dritte Variante sucht z im

Bereich von |a|. Dies scheint die richtige Komplexitat fiir U;W* zu sein.
Die unten gewéhlt Grenze fiir z 148t sich wie folgt berechnen. Fiir a =0 ist

Y ()a-2"=0=2|a| = 1.

i<|lol]
Ist 2°<|a] <20t so gilt ‘|a|‘ =b+ 1, mithin

S (a2l s 1= 129 2v 1< g = 1.

i<||a|’

Nun ist [2#a| = S(2| - |a]) =2 |a| + 1.
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5.9 Satz
U™ | Ju<(2#a| Vy<|lal| (y € a ¢ Bit(y,z) = 1)

Beweis:
. . .. * . *
Im weiteren argumentieren wir in US™" . Wir betrachten folgende Xg™ -Formel:

Bb) = Jw<2#b] (2] < |[lbl] A vy<|bl| (v < |lal| -
((|lal| = [Iol]) + v € a > Bit(y,2) = 1))).
Es gilt B(a) — Jz<|24#4d| ‘v’y<’|a|’ (y € a <> Bit(y,z) = 1) . Darum zeigen wir durch
(2™ -PIND) nach a B(a).
Da mit |0 =0 auch ‘|0|‘ =0 ist, gilt
jof < jol| A vy<[jo]| (..) .
Also ergibt sich der Induktionsanfang

B(0). (1)
Fiir den Induktionsschritt ist
V2 (B(l32]) = B(2)) (2)

zu zeigen, was fiir z=0 trivial ist. Darum nehmen wir an, es gelte z>0und B([3z]).
Dann existiert 2 < [2#[3z]| mit |z] < “L%zj |‘ und

vy<|IL32)]| (v < |lal| =
((|lal| = [I132)1]) + v € @+ Bit(y,z) = 1)) .

Ist [|2]| = [[[52]]], so ist nichts zu zeigen, da x < [2#|32]] < |2#2| gilt.

(3)

Sei also “z[’ > ’H%zm . Dann ist
121 =8|IL3211], (4)
da |2 =$|[42]| und somit |[|2]|=|S|[32]]| <S[|[32]]].
Fiir ‘|z[‘ > ‘|a]’ gilt mit (4) ‘|L%z“’ > ‘|a]‘ , also folgt
llal| = [IL32)1| = 0= [lal| = |||
und aus y < ‘|a\‘ schon y < “ 152] ]’ ; somit liefert uns (3)
Wy<|l2| (y < [lal| = ((|lal| = |I2I]) + ¥ € @ & Bit(y, z) = 1)).
Mithin B(z), da wieder = < |[2#|1z]| < |2#z| gilt.
Ist ||2]| <|lal|, dann folgt mit (4) ||[32]]| < [lal|, also

[lal| = [1L32)1] = S(|lal| = 8|IL3211)) = S(lal| = |I=I)-
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Nun zeigt (3)
vy<|lLz2)l| v < Jlal] = ((llal| = [12]]) + Sy € & & Bit(y,2) = 1)) .
Dies impliziert fir 2=2-2 und =2 -2+ 1, da Bit(y,x) = Bit(Sy, Z),
vy<l2l] (0 <y < lal| = (([lal| = [12l)) + v € & & Bit(y, 1) = 1)) (5)

Fiir y = 0 unterscheiden wir zwei Félle. Ist ‘|a|‘ - “z” € a, dann gilt wegen (5) und
Bit(0,2 2+ 1) =1

Wy<|l2l| (v < |lal| = ((lal| = ||2I)) + y € @ & Bit(y, 2 -z + 1) =1)) . (6)
Wir beobachten

2 2+ 1=z + 1< |32l + 1 =]z (7)
und

|12#2]| = [S(2 - [2)| = |I=l| + 1,
woraus

2.1+ 1< |24z] (8)
folgt. Also liefern (6), (7) und (8) B(z).
Im anderen Fall ist ‘|a|‘ - ‘|z!‘ ¢ «, also gilt wegen Bit(0,2-x)# 1 und (5)
Vy<|l2l| (v < |lal| = (([lal| = [I2I])) + v € @ > Bit(y,2 - z) = 1)). (9)
Mit (7) und (8) folgt
2| <22+ 1 < 2|
und
2-x<2-x+1<|2#2|.
Dies zusammen mit (9) ergibt auch hier B(z). Mithin ist (2) gezeigt.
(1) und (2) liefern mit (g™ -PIND)
B(a),

was zu zeigen war. O

Die letzten Aussagen drehen sich um definierbare Funktionen und Pradikate, die ja ganz
allgemein eine definitorische Erweiterung bilden. Aus der Giiltigkeit von (wEil W _.CA) in

U;W* ergibt sich eine verschérfte Konservativitédtsaussage fiir die Hinzunahme von Ei’w*—
definierbaren Funktionen f und Al™ -definierbaren Pridikaten 7 beziiglich U™

Usv 4+ (Eil’w*(f, p)-LIND) + (WE(I)’W*(]F, 7)-CA)+ definierende Axiome fiir f und 7
ist konservativ iiber Us™" fiir 4 > 0.
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Die Verschiarfung besteht hier in der uneingeschrinkten Verwendung der definierbaren
Funktions- und Pradikatszeichen auch in den Komprehensionsaxiomen.
Der néchste Satz kann durch die gleiche Begriindung wie Satz 3.4 bewiesen werden.

5.10 Satz

Seien f1,...,fr S -definierbare Funktionen und py,...,p; A7™ -definierbare
Pradikate beziiglich U;W*, 1 > 0. IF sei das Fragment Ugw* erweitert um f und p
als neue Funktions-/Prédikatssymbole und deren definierenden Axiome.

Damit gilt*ﬁir k>0: ist B*E Ell{’w*(ﬁﬁ) oder B € Hi’w*(ﬁﬁ), dann gibt es

B*ex™ bzw. B* eIV mit F | B« B*. O

Da (WEil W'_CA) in U;w* beweisbar ist, erhalten wir folgendes verschérftes Konservati-
vitédtsresultat.

5.11 Korollar

Seien fi,...,fr 7" -definierbare Funktionen und py,...,p; A" -definierbare
Pradikate beziiglich Ugw*, 1> 0. IF sei das Fragment U;W* erweitert um fi,..., fx,
p1,-..,p als neue Funktions- /Pradikatssymbole, deren definierenden Axiome, alle

(=Y (f, p)-LIND) und (wE{™ (f, 5)-CR) Schliisse.

. . . . i *
Dann ist IF eine konservative Erweiterung von Uz" . O

Durch die Giiltigkeit von (WZ}’W*-CA) in U;w* fiir 7 > 0 erhalten A}’w*—Préidikate eine
besondere Bedeutung, was auch schon aus dem letzten Korollar ersichtlich ist. Wir zeigen,
daB freie Mengenvariablen in einer U;’W*—Herleitung durch Ai’w*—Klassenterme substitu-
iert werden konnen, was wegen der auf scharf beschréinkte Klassenterme eingeschrankten
Komprehension nicht unproblematisch ist.
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6 A _Klassenterme

Substituiert man fiir ¢ > 0 in eine Eil ™ _Formel F(a) einen Klassenterm {u : A(u)} der
Komplexitit A" beziiglich Uy™", so ist F(A(.)) i. allg. keine 3" -Formel mehr. Nun
existieren aber zu A Formeln B,-C € Eil’w* mit Ué’w* A< B und U%’W* FAe
C'. Wird a in F(«) asymmetrisch durch B(.) bzw. C(.) ersetzt, so erhalten wir eine Formel
G e mit Uy™ | F(A()) + G . Daher sind die substituierten Induktions- und

Komprehensionsschliisse, die urspriinglich an die Formelmenge Zil W gebunden sind, in
U5 beweishar, da (wX1™" -CA) in U™ gilt.
Diese Substitutionseigenschaft zu erarbeiten ist das Hauptanliegen dieses Abschnitts.

Zuerst vergroBern wir die Formelmengen 3% und ITVW” vermage der Aquivalenzrelation
auf den Formeln, die durch U™ | A < B gegeben ist.

6.1 Definition

Sei IF ein Fragment der Beschrankten Arithmetik und ¥ eine Formelmenge, so sei
o definiert durch

Feul i e= esgibt GeT mit FFFoG.

Speziell sei

1,w*
1,w* A U5’ .
520 = (ZV)7E nzmtvy
1,w* N Ul’w* .
HiU2 — (Hil’w ) 2 N siw
1w+ 1w+ 1w*
AT = w7 a2
6.2 Lemma
, : iws aUBY ulw*
Fiir ¢ > 0 beweist Uz" (X;2 -LIND) und (wX;"2 -CA).
Beweis: .
) ulw _ Lws .
Sei A(a) € 3; , d. h.es gibt B(a) € X; mit

U™ |V (A(z) ¢ B(x)) . (1)
Um das Induktionsaxiom zu beweisen, betrachten wir (211 W_LIND) fiir B:

ULY" |- —B(0), -V (B(z) — B(Sz)), B(Jt]) .
Mit (1) folgt aus diesem

U™ | 2 A(0), ~Va (A(x) — A(Se)), A(t])
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1w

also (X2 -LIND).

Entsprechendes gilt fiir die Komprehension. Wir wissen nach Satz 5.8, daf3 U;W*
(WEil’W*—CA) beweist, also gilt

U™ | 3¢ va<lt| (v € ¢ & B(r)).
Mit (1) folgt wieder
ULY" |- 3¢ Va<lt| (m coll & A(x)) :

1,w*

mithin (WS 2 -CA). 0

Nach diesen einfithrenden Betrachtungen wollen wir jetzt zeigen, daf fiir £ >0 die Formel-

U].,W* U]_,W* U]_,W* . . . Ul,W*

mengen Xy, 2 II,2  und A2  abgeschlossen sind unter Substitution von Ay 2 -
: uiw” uiw” . .

Klassentermen. Dazu sei A(a) € Ay2 |, FeX 2?2 | danngibtes G € Ell(’w mit

Uz™ | F < G. Nun mochten wir folgern, daB auch U™ | Fo(A() < Ga(A())
1,w*
und Gqa(A()) € 252 gilt. Also miissen wir zuerst folgende Zwischenschritte zeigen:

U].,W*

. . 1Y * 1’ *
(i) Gexy™ (M™) und Ala) e AV2Y = Ga(A() e B2 Uzw)

(T
1, * . * . *
(i) TC =™ | A(@) e AV2Z" wnd USY T — ULY | Ta(A()).

1,w*
Ua

Um zu zeigen, dafl in dem Beweis der Ersetzung (ii) (211 W'_LIND) in (3 -LIND)

. 1,w*
und (wE§™" -CA) in (WEPz -CA) iibergeht, benstigen wir den Teil (i). Darum ist die
Reihenfolge der Teilschritte zwingend.
6.3 Definition
Eine Formelmenge W heift abgeschlossen unter
(a) A,V, wenn mit A, B€ WV auch AAB bzw. AV Be V¥ sind.

(b) Vx<|t|,3x<|t|, wenn fiir beliebige Terme ¢ und Variablen a,x mit A(a) € ¥
auch Vz<|t| A(x) bzw. Jz<|t| A(x) € ¥ sind.

(c) Vol | 3o | wenn fiir beliebige Terme ¢ und Variablen a, ¢ mit A(a) € ¥ auch
Vo A1) bzw. 3¢ A(¢) € U sind.

(d) =, wenn mit A€ ¥ auch —A eV ist.
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6.4 Lemma

. U].,W* 1w* ulw wW* U]. w*

i) %72 C A1+1 und II;72 C A2

. ulw* ul.wr 1w* )

i) X, , IT. un sind abgeschlossen unter A,V,Vz<|t| und Jz<|t].
72 IL2 dA d abgeschl ter A,V,Vx<|t d dx<|t

) 1w* Ul,w*

iii) Firi>0is abgeschlossen unter und IT; abgeschlossen unter

iii) Fii 0 ist Z bgeschl ter Joltl d IL; 2 bgeschl t
voltl .

: uiw

(iv) A2  ist abgeschlossen unter —.

Beweis:
. 1,w* 1,w* 1,w* 1,w* U%’ w* 1 ¥ %’W*
(i) Da X7 UI;T C X7 NI folgt 34 CA1+1 und II, C
ul w* Ul w* ylw* 1w*

A, +21 sofort aus der Definition von X, JIL°2 und Al K

1 ac efiniton sin 7 oun W abgeschlossen unter ac< <

ii) Nach Definit d =™ und T abgeschl ter A,V,Vz<|t|,Jz<|t

ulw* w Ulw

Daraus ergibt sich der Abschlufl von X, Uz , H}JZ und A; U2 unter AV,
Va<|t|, Jz<|t| .

(iii) Entsprechend zu (ii) folgt die Behauptung aus der Abgeschlossenheit von Eil W
unter 3¢l und der Abgeschlossenheit von Hil W unter Vol!! fiir i > 0.

(iv) Hier folgt die Behauptung aus dem Dualitétsprinzip fiir Eil Y und Hil W

AeshV — —-Acm™ O

6.5 Lemma

W*

1
Sei A(a) € A}JZ , dann gilt fiir beliebige Formeln F:

(i) FexyV' = Fa(A()exn 2 | O
* 1,W*
(i) FemY' — Fu(A()) eI 2

Vk>0:

Beweis:
Wir zeigen (1) durch Induktion nach der Lénge von F'. Als Induktionsvoraussetzung
haben wir dann (1) fiir alle Formeln G mit L(G) < L(F). Dabel betrachten wir nur

(i), (ii) 148t sich dual beweisen. Sei also k>0 und F € Ek

1w~
(a) Ist F' eine Primformel, so ist Fn (A(.)) € Ay Uz C EU

(b) Ist F = GoH,F = Qu<|t|G(z) fir o€ {A,V}, Qe {V,I} oder F =
dp G(¢) , so folgt die Behauptung aus der Induktionsvoraussetzung und der Ab-

geschlossenheit von EE unter A,V,Vz<|t|,Jr<[t| und Il .

(¢c) Ist F = V¢G(p), dann mu F € Hi’ff lmd k> 1 sein, da F ¢ E}’W*
ist. Auflerdem gibt es eine Formel H € Hll{jvl und einen Term t mit F =

Vo H(o!).
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1w~
Aus der Induktionsvoraussetzung erhalten wir H(5)q(A(.)) € Hg_zl und
1,w*
wegen der Abgeschlossenheit von HEzl unter Vol auch

Fa(A()) = Yo (H(B)a(A()5(6") e TITE

U].,W* U].,W* U].,W* )
Wegen II %, CA 2 CX.2 folgt die Behauptung. O
. : ulwv
Im folgenden sei ¢ >0. Das letzte Lemma hat uns gezeigt, daf fiir A € A]12 die ersetz-
1w+ W
te Formel Fy(A(.)) in der entsprechenden Formelmenge EiU2 / HiU2 wie F liegt.

1w~
Damit haben wir gute Karten, um die Ersetzung von Ay 2 -Klassentermen beziiglich

Ugw* zu beweisen. Denn nun haben wir sichergestellt, dafl aus einer Hauptformel von

*

. . uLw . * :
(Eil "W -LIND) eine ¥;2 -Formel und aus einer Hauptformel von (WE(I,’W -CA) eine

ulw : ulw : W :

2 _Formel wird. (wX{2 -CA) ist aber in Us" beweisbar.
Doch vorher miissen wir uns noch mit dem technischen Detail der Vertauschung der
Reihenfolge von Klassentermsubstitutionen beschéftigen.

6.6 Lemma

Seien A(a), B(a) Formeln mit 8 ¢ FV(A) und o # (. Weiter sei F' eine Formel,
und es gelte

BV(F)NBV(B)=0 und BV (Fg(B(.)))NBV(4)=0. (1)
Dann gilt:

(Fa(B()) 4(A0) = (Fa(A()) g({u: Bu)a(A()}).
Die Ersetzungen sind alle wegen (1) wohldefiniert.

Beweis durch Induktion nach der Lénge von F":
Ist F' eine Primformel, so werden folgende Félle unterschieden:

(1) BEFV(F), (a)
dann gilt mit (1)
B¢ FV (Fa(A()) , (b)
mithin
(Fa(B(.)) ,(A()

2 Fa(A()

= (Fa(A() 4l{u: Bal(AW)}).

(ii) F = tep fiir ein ¢, dann ist

((t€B8)5(B()) ,(AL)

o
N

—~
=
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—

= (B®)alA()
= ((teMalAl) s({u: BalAO)}
mit (c¢): Definition der Ersetzung, (d): « # f.
(i) FF = t¢ [ fir ein t, dann ist
((t¢8)5(B()),,(AL)
(=B(t)a(A())
((t ¢ Ba(A() g({u: Bw)al(A())})

mit (e): Definition der Ersetzung, (f): a # f.

~

—
=

—
@
~

—~
=
C)

Wenn F' keine Primformel ist, dann folgt die Behauptung direkt aus der Induktions-
voraussetzung und der Definition der Ersetzung. O

Bei der Ersetzung freier Mengenvariablen durch Klassenterme in U;W*—Herleitungen von
LW _Formelmengen geht wesentlich die partielle Schnittelimination ein, damit alle For-
meln in der Herleitung aus %" sind. Dies ist wichtig, damit jede in der Herleitung
auftretende zweitstufige Existenzformel die Gestalt 3¢ F(¢l!l) fiir eine Formel F(3) und
einen Term ¢ hat. Denn dann geht ein (32)-SchluB in der Herleitung in einen (wX1™ -CA)-
Schluf iiber.

P F(al) Pa(AQ). Fy,5(AQ). {u < Ji] - A(u)})

[3GFGN)  TalAQ), G F@M)al(AL)

6.7 Satz
1w N
Seii>0und Afa) € AY2" | dann gilt fir T © SW%° mit BV (A)NBV (1) =0
UsY BT = U5Y FTa(A().
Beweis:

Aus dem Eliminationssatz 4.14 folgt U;W* Ilﬂ ' fiir ein m < w. Wir zeigen nun
die Behauptung durch Induktion nach m.

Ist T' ein logisches Axiom, dann ergibt sich aus dem Tautologielemma 4.6 (i)
US™ | TalA().

Falls t#s,td¢da, sca el ist, folgt U;W* FTa(A()) aus dem Gleichheitslemma
4.6 (id).

Ansonsten enthélt die Hauptformel « nicht als freie Variable. Darum hat I'o (A(.))
dieselbe axiomatische Hauptformel wie T, und es gilt U5™" | T (A(.)).

Bleiben noch folgende Fille zu untersuchen:
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War der letzte Schlufl (A), (V), (V<) oder (3<), so folgt die Behauptung direkt
aus der Induktionsvoraussetzung mit demselben Schlufl unter Beriicksichtigung
der Bemerkung an Lemma 4.5.

(Schnitt) Als letzter Schluf lag vor
UsY B0 F und U™ B2 10 -F = U3V B-T

mit mg,me <m und Ugw*—rg(F) =0. Also ist T, F ¢ ¥¥W" . Wir konnen
mit Lemma 4.5 ohne Einschrinkung annehmen, dafli BV (A)NBV (F) =10 ist,
dann liefert die Induktionsvoraussetzung

US™ | Ta(A()), Fa(A())  und

U3™ F Ta(A(), (<F)a(A().
Nun ist (=F)q(A(.)) = —Fa(A(.)), also folgt mit einem (Schnitt)
USY F Ta(A().
(V) Der letzte Schlufl hatte die Gestalt
U3 H-T Vo F(6). F() = U3 H-T.VoF(9)

mit ¢ FV([,Vo F(¢), A)U{a} und m'<m. Dann folgt aus der Induktions-
voraussetzung mit I',V¢ F(¢), F(B) ¢ ¥tV

U™ F TalA(), (Y6 F(6))a(A()), F(B)alA()) .
Mit (v2) folgt wegen G ¢ FV (Ta(A(.)), (V6 F(9))a(A()))
US™ b Ta(A(), (Y F(6))al(A() -
(3%) Dieser Schluf lift sich als (wX§™ -CA) auffassen, da ' € BLW" ist:
USY BT3¢ F(¢), F(8) = U™ F“T,36 F(¢)

mit m/ <m.Da ¢ F(¢) € BVW" ist, gibt es einen Term ¢ und eine Formel G
mit

F(8) = G(3").
Also 148t sich der obige Schlufl schreiben als
U™ H= 136G, G{u <t : e 5))
= U3 BT 306,

was als eine Anwendung von (WE(l)’W*—CA) gelesen werden kann.
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(wBg™'-CA) Fiir ein B(b) € Bg™ und m/ <m gilt
U™ H- 1,30 (o), F({u < |t] : B(u)})
— UV ER 1,30 F(oM) .

Ohne Einschrankung gelte BV (B)NBV(A) =0 und b ¢ FV(A). Sei § eine
neue Variable, dann folgt aus der Induktionsvoraussetzung

U™ | Da(A(), 3o F(¢1)a(A()),
(Fg({u <t : Bw)}))a(A()) .

Da nun nach Lemma 6.6
(FHu <t Bw)})), (A()
= (F(®ala0) g({u< 1] : BalA()})
ulw

1w*
nach Lemma 6.5 (i) B(b)a(A(.)) € ZF2 und nach Lemma 6.2 (wX; -CA)
in U™ gilt, folgt aus (1)

(1)

U™ F Ta(A()). @0 F(")a(A0). 36 (F(BalA()) g0 (2)
Mit Lemma 6.6 folgt
36 (F(B)a(A) 400 = 36 (F(B")alA()) 4(¢)
= (F6F(@")alAL).

also zeigt (2) die Behauptung.
(Eil’w*—LIND) Fiir ein F(b) € Eil’w* und m' <m mit b¢ FV (I, F(0)) gilt
UsY =T, -F(b), F(Sh) = U™ F-T,-F(0), F(|t]).

Nach der Bemerkung an Lemma 4.5 sei ohne Einschrankung b ¢ FV (A). Dann
liefert die Induktionsvoraussetzung

U™ | Ta(A()), ~Fa(A() (), Fa(A())(SD) .
Nun ergibt (in%’W*_LIND) wegen b ¢ FV (Do (A(.)), Fa(A(.)(0))

US™Y | Ta(A(), ~Fa(A())(0), Fa(AC)) ()

woraus die Behauptung folgt. a
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6.8 Satz
W*

1w* Ul,W* U]"
und A, 2 abgeschlossen unter

Fiir £ > 0 sind die Formelmengen ZEZ’ I, 2
1w~
Substitution von AF2 Klassentermen.
Beweis:
. Ul’w* .. Ul‘w* . . 1.w* .
Sei Aec A2 . Fir FeX ? gibt es eine Formel G € ¥>"  mit
UV FFeG.
Da F e bW st ist auch F < G € ¥V | also zeigt der Einsetzungssatz 6.7

U™ | Fa(A() © Ga(A() .

1,W* 1,W*
Mit Ga(A(.)) € 252 nach Lemma 6.5 (ii) ist dann auch Fn(A(.)) € ZE2
1,w*
Dual zeigt man die Behauptung fiir HE2
U].,W* Ul,W* Ul,W* X .
Da A2 =3%.2 NI 2 ist, folgt aus den ersten beiden Resultaten auch
1w~
die Behauptung fiir F € AEZ : O

.. 1,w*
Nun beginnen wir mit der Ubersetzung von XP in W' Terme werden in A2 -

*

Klassenterme und darauf aufbauend ZE—Formeln in 252’ -Formeln iibersetzt.
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7 Interpretation von XP in W

Zwecks Charakterisierung von AP in U;W* durch den erststufigen Hauptsatz der Be-
schrinkten Arithmetik 3.7 wird eine natiirliche Interpretation * der Terme und Formeln
von Sh in U™ gesucht, so daB fir T'C P und i>0

S, I — Uy v
gilt. Als Vorlage dient uns dabei [Takeuti 1988] Seite 88 ff. und [Takeuti 1991].

Da die Induktionen immer auf gewisse Formelmengen eingeschrankt sind,lmuﬁ die In-
W*

terpretation diese respektieren. Das heifit, wir miissen E}O—Formeln in EiUZ -Formeln
iiberfithren: ein beschrénkter, nicht scharf beschrankter Quantor Qx<t mufl durch einen
zweitstufigen Quantor QoY iiber scharf beschrinkte Anfangsstiicke von Mengen, im
weiteren scharfe Anfangsstiicke genannt, ersetzt werden. Aus technischen Griinden be-
trachten wir folgende Zuordnung von Variablentupeln auf scharfe Anfangsstiicke

(a,a) — a*l = {u<|a|:ueal,
denn dann gilt im Standardmodell der Arithmetik (IN,P(IN),...) fiir beliebiges a
a<lo =0,

Diese Interpretation hat zur Folge, dafl wir in U;W* Quasiterme und Quasiformeln ent-
wickeln miissen, die statt auf Individuenvariablen auf scharfen Anfangsstiicken leben.

Wir geben E(l)’w*—Formeln an, die die Pradikatszeichen =, #, < und £ représentieren.

1,w*
Fiir die Funktionszeichen f aus 0, S, L%j, l.|, +, - und # entwickeln wir Afz -
Formeln F; und Beschréankungsterme T}, so dafl mit Uy i= {w : Fy(u)} das scharfe

Anfangsstiick U ; 7] die Funktion f représentiert. Bezogen auf das Standardmodell
der Arithmetik (IN,P(IN),...) geben wir Heuristiken an, die auch gleichzeitig als Be-
griindung fiir die Korrektheit der gewéhlten Interpretation, Satz 7.4, dienen: sei A € XP
mit FV(A) C {ay,...,ax}, dann gilt mit U(a) i= {u: Bit(u,a) =1}

(N,P(N),...) FA < AL, o (Ular),...,Ulag)) .

Fassen wir a<l% als eine Binédrdarstellung der Zahl

S (a2 =t (Ja| = Da...(0)a mit (i)a:{(ll i¢a

. 1€«
i<l|al
auf, dann la8t sich die Korrektheit einer Funktionsinterpretation auch so formulieren:

f( .. ,a"“"', ) =A{u: Fyd,a, u)}<|Tf(d)| '

1
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Wir bezeichnen mit V(Oﬁ'“'), dem Volumen des scharfen Anfangsstiicks, das kleinste Ele-

ment, das grofer ist als alle Elemente aus o<l4. Mit v := V(Oﬁ‘“') erhalten wir
v<la] und a<ltl=qa<.

Diese Definition wird uns helfen, die richtige Wahl der Schranken fiir die Anfangsstiicke
der Funktionsinterpretationen zu treffen.

Wir fangen mit der Interpretation der Primformeln an. Mit der Betrachtung als Binérdar-
stellung einer Zahl ist a<l*l = <I¥l Hquivalent dazu, daB o<1?l und </ Bit-Weise iiber-
einstimmen, also dquivalent zur extensionalen Mengengleichheit von o<1*l und g<l. Fiir
,<' beobachten wir

a<\a| <B<|b|
= (el=Da.. O < (b= 1g...0);
— (‘a| - 1)O[<|0L| < (’b| - 1)B<\b\ R (I + 1)a<\a| < (x + 1)5<|b| )

0= ([E)a<|a‘ < ($)5<\b| =1 firein z<|b.
Dies fiihrt zu folgenden Definitionen:

7.1 Definition

ol = gl = Vr<a| (z € a<ldl — z € <Py A
Vo<|b| (z € B = 2 € a<l9)
o<l < gl = Fe<)p| (z € B A 2 ¢ ald A
Vy<la| (z <y Ay € aslal — y e g<lly)
a<ld < /3<|b| = <ld = 5<|bl v o<l « ﬁ<|b|

Nun entwickeln wir in U%’W* auf den scharfen Anfangsstiicken die Funktionen aus S,
wobei wir die oben beschriebene Korrektheitsbedingung respektieren.

0: Hier setzen wir

Ty = 0
Fy(c) = c+#ec.

S: Sei w<|a| und z als Wort iiber dem Alphabet {0,1} so bestimmt, daf (w)oﬁ‘“' =0
und

o™l = (la] = D .. (0)a = (la] = Do+ (w) ycja 1+ 1= 2(w) a1 1
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gilt, dann ist
S(a<l?h =210...0
und somit
V(S(oﬁ'a‘)) < V(Oﬁ'“‘) +1<|a|+1.

Also definieren wir
Ts(a) = 2-a+1
Fs(a,a,c) = FJw<|al (w ¢ o<l A Vo<lal (v <w — veal) A
(c=wV (c>w /\cEa<|“|)))
|3.]: Esist
[za] = (la] = Da ... (Da,
also
V(L%Of'“”) < V(Of"”) ~1<al =1.
Dies fiihrt zu

TL%'J(a) = |1da]
FL%.J(a,a,c) = Sceal

|.|: Wir wéihlen w < |a| mit
aslh = (w—-1)q...(0)q und [(w—1)q =1 oder w=0].
Dann ist

<|a|| = w

la
also gilt
v(ja<kl]) = Jw| <|lal|.

Wir definieren
Ti(a) = |af
Fla,a,¢) = Jws<|a| (Bit(e,w)=1A (w=0Vw-=1€a"l")A
Vo<la| (w < v — v ¢ al))
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#: Wieder wéhlen wir v, < |a| und vy < |b| mit

q<lal — (v =D ... (0)q und [(vy —1)q =1 oder vy = 0]

und

Bl = (v, — 1)g...(0)g und [(vz—1)g=1 oder v;=0].
Dann ist

all g <l — fo, - u)
und somit

v(a<|a‘#ﬁ<|b|) =v1 v+ 1< |a|-|b] +1=|a#d|.
Also definieren wir
Ty(a,b) a#tb
Fy(a,b,a,B,c) = Fui<|al Fue<|b] (c=vy - va A
(v1=0 V v;=~1€a<l?l) A Vw<|a| (v;<w — wga<ld) A
(va=0V vy = 1€ <P A Vw<|b| (v <w — wet <))

+: Es gilt
ue o<l 4 p<lbl

genau dann, wenn

(i) (u)oﬁ'“‘ + (“)541)\ und kein Ubertrag trat auf, d. h. u=0 oder
Ju<u  [v=0 oder (v~ 1)a<|a‘ = (v~ 1)5<‘b| =0] und
Vw<u v <w — (w)a<|“| =0 oder <w)5<\b\ =0].
In beiden Féllen ist
u < Max(lal, [b]) <2 (a +b)[ .
(ii) (u)a<|a‘ = (u)5<‘b‘ und ein Ubertrag trat auf, also

Ju<u (U)a<|a\ = (U>ﬁ<|b| =1 und
Vw<u [v < w — (w)a<|a| =1 oder (w)6<\b\ =1].

Hier mufl w < Max(|a|, |b]) < |a+b| sein, also gilt
u<la+b<2-(a+D),
da a+b>0 ist.
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Damit ergeben sich folgende Definitionen:
Ti(a,b) = 2-(a+b)
Fi(a,b,a,p,c) =

[(chﬁ'“‘ e BN A(c=0V(c>0A
Fo<|Ty (a,b)| (v<cA(v=0V (v=1¢all Av=1¢ 3<lth) A
vYw<|Ty(a,b)| (v<wAw<c—wdallyvwdg 5<|b|)))} v

{c> 0A (c€asll e cep<itha
Juv<la| (v € all Ave B Ay <A
Vws<|Ty(a,b)|(v<wAw<c—weadvwe ﬁ<‘b‘))]

Wir wollen noch begriinden, daB fir ©>0 nur die Félle ,Ubertrag® bzw. ,kein Ubert-
rag® nach u bei a<l“l + <l auftreten kénnen. Dazu gelte nicht, daf

kein Ubertrag nach u bei <4l + g<I?!

auftritt, d. h.
Ve<ul[(zx=0V (z = 1)oz<|“‘ =(z~ 1)641)‘ =0)
— Ju<u(z<vA (U)of'“‘ = (v)ﬁ<|b| =1)].

Insbesondere zeigt = =10

Fv<u ((v) o <lal = (V) gl = 1) -

Mit (Z(l]’w*—LMIN) gibt es dann ein maximales v mit v<wu und (U)oﬁ"” = (U)5<|b| =1,
dann gilt

Vwsu (v S w = (W) <oy =1V (0) gy = 1)
Mithin tritt
ein Ubertrag nach u bei o~ + 5<|b|

auf.

Bisher sind die beschreibenden Formeln der Abstrakte aus 23’“’*, also insbesondere aus
Ul,W*
A2

In [Takeuti 1991] wird die Multiplikation durch ,shifting and carry-save adding“ berech-
net. Diese Methode ist in [Savage 1976] als geradliniger Algorithmus, d. h. als Algorithmus
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ohne Schleifen, vorgestellt, der bei Implementierung logische Elemente in der Gréfienord-
nung n? benotigt, deren Anordnungstiefe im optimalen Fall grofenordnungsméBig log n
betrdgt. Dabei werden zwei Zahlen der Lénge n in Binédrdarstellung multipliziert.

Dieses Verfahren ist zwar beziiglich dieser Komplexitéten einfach, aber fiir die Interpreta-
tion der Multiplikation zu unhandlich. Die daraus abgeleitete Definition ist nicht symme-
trisch in den Argumenten. Zudem erweist sich die Berechnung der , carry-save“ Addition
als ziemlich kompliziert. Deshalb wéhlen wir hier einen anderen Zugang.

Sei |t| die Lénge der Bindrdarstellung von <3<l /' Wir werden ¢ spéter genau angeben.
Wir beobachten

@<‘“| . ﬁ<|b|
= (X (a-2)- (X (g2
i<|a §<|b|
= 2 (@) getar - (1) g L2t
= Z(zi%(])a<a| . (’l - j)ﬁ<‘b‘) . 22
= Z d, 2%
x<|t|
mit
dy = #ZSIG‘(ZS.%/\ZEOf'a‘ /\x;zeﬂ<|b|)' (1)

Dies ist i. allg. noch keine Bin#rdarstellung, da d, > 1 moglich ist. Um nun zu einer
Binérdarstellung by, ...,by von a<lel. g<ll zu gelangen, nutzen wir sukzessive

d-2°=[1d]-2""" 4+ mods(d) - 2*

aus, wobei sich mody(d) als Abkiirzung fiir Bit(0, d) auffassen 1a8t. Wir gehen dabei wie
in Tabelle 2 dargestellt vor.

Stufe Berechnungsfeld
0 d, di dy
1 dy dy dy by
2 dy dy by by
z—1 ... d:v d/mfl b:pr Ce bo
T e d$+1 d?p br—l bm_g e b()
|| e by e b1 by

Tabelle 2: Berechnung der Bindrdarstellung
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Wir bilden also

d6 = d[)
dypyy = |5d] +doa
by = mody(d.,)

Um nun die Lange der Bindrdarstellung |¢| zu bestimmen, stellen wir fest:
(i) d, <|al

(1) gy < la] =
(iii) d, <2|al
() By <2 (lal 41 K) = 1.
Wir begriinden dies:

(i) Esgilt d, <#z2<|a|(z € a<lal) <al.

(i) Fir z := (|b] = 1)+ k gilt

& < #aelal(z € Aoz e g
< Hposlal(] = 1)+ £ = 2 <l A= < Ja)
< #k,... |a] -1}
= |a| = k.

(iii) Es gilt dfj=dp < |a| <2|a| und durch Induktion folgt ., =|3d,] + dss1 <|a| +
|a] = 2lal .

(iv) Sei o = (|b| = 1)+ k. Firk=0ist d,<2la]<2-(la]+1-=0)=1.1Ist k>0, so
gilt mit Induktion

dpoy = |3d,) +doa
< [3@2-(la]+1=k) = 1]+ (la] = (k+1))
< [3@2-(laf = k) + 1)) +(la] +1 = (k+1)) =1
= (la| = k) + (la| +1 = (k+1)) =1
= 2-(la|+1=(k+1))=1.

Also gilt dia\+|b\+k =0 fir k>0, dennist [b|=0, dann gilt d, =0 fiir alle x , also auch
d! =0 fiir alle z. Fiir [b] >0 erhalten wir

(iv)
Qaftppik = Api=v)r(larer) < 27 (lal +1=(Ja] +14+k)) =1=0.
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Das motiviert
T = 2-(Sa)-(Sb),

denn dann ist |T'| =S|(Sa) - (Sb)| > |a| + [Sb| > |a| + |b] . Abkiirzend sei weiterhin ¢ =
T.
G(i,a,b,a, B,7) sei die E}’W*-Formel, die obiges Vorgehen beschreibt.

G(i,a,b,a, B,7) i=
[i =0 A Va<|t| Vy<|t| ((0,z,y) € v <
Ho<lal(z<axhzecadanz=zepth=y)]V
[i >0 A Va<|t| Yy<|t| ((i,z,y) €7 <
i <|t| A 3z<|al Fzo<lal ((0,4,21) €y A (i = 1,0+ 1,20) €7 A
(z=i=1—=y=mody(22)) A (=i —y=2+[522]) A
(x<i=1—=@=1x,y)ev)A(x>i— (0,z,y) €7)))]
Fiir ¢ := SqBd;(¢) gilt dann
- U™ b Ixvislt] Gi, )
U™ b sl G, Wisli] ).
Vis|t| Vas[t Yy<[t] (i 7, 5) € 1 & (i zy) € 95)
Zur Begriindung der Existenzaussage sei
H(d) := Iy Vi<|t| (i <d — G(i,x™) ,
dann zeigen wir H(|t|) durch (X1 -LIND) nach d.
Fiir d = 0 existiert mit (wX1™ -CA) eine Menge y mit
V<[t Vy<|t] ((0,,y) € X1
y=#z<lal(z<avAnz€aM AT =2 € 6<|b‘)) ,
da durch lingenbeschrénktes Zéhlen definierte Funktionen in U;’W* E}’w*—deﬁnierbar sind
(Lemma 5.7). Dann gilt G(0, x).
Um Vz(H(z) — H(Sz)) zu zeigen, sei z beliebig mit H(z), also gibt es yo mit
Vi<lt| (i < 2 = G, ) . (2)
Ist z>|t|, so gilt auch

Vi<|t] (i < Sz = G(i, X)) .
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Sei also z < |t|, dann definieren wir mit (WE%)’W*—CA) eine Menge Y, durch
ViSzVa<|t| Vy<[t] (<’i,9€ay> exi! & [i<zA(i,z,y) € Xi)ﬂ] v

[i=Sz Ad < |t| A 3zi<|al 3za<lal ((0,4,21) € XA (i = 1,0 =1, 2) € X A

(z=i+1—y=mody(2))A(x=1i—>y=2+|52])A
(r<i=1o(i=LzyexDA@>io (0,x,y>€xg‘))])-
Damit gilt
Vi<t (i < Sz — G(i,x1)),

also erhalten wir H(Sz) und somit den Induktionsschritt.

Fiir die Eindeutigkeit gelte
Vi<lt| GG, /) und  Vislt| G, A1) .
Dann zeigen wir fiir
H(d) = Vi<|t| (i < d — Vo<|t| Yy<|t| (i, 2,y) € 1 < (@, z,y) € 1)

durch (Ei’w*-LIND) nach d H(|t]).
Der Induktionsanfang folgt aus der Eindeutigkeit der Funktion #z<|a|(...), der Induk-
tionsschritt aus der Induktionsvoraussetzung und der Eindeutigkeit von mody(.) und | 3.].

Damit definieren wir nun
F(a,b,a, 8,¢) i= Ix (Vi<lt| Gli, x") Ac < Jt| A (|t], e, 1) € xT) .
Dann gilt

U™ b Fla,bya,8,¢) & Vx (Vi<lt| G(i, X1) = e <[t A (Jt], e, 1) € X1),

. U]_,W*
also ist F. € Ay 2
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Mit Hilfe der Funktionsinterpretationen sind wir nun in der Lage, Terme T; und Formeln
F; anzugeben, so daB {u : Fy(u)}<I"l den Term ¢ reprisentiert.

7.2 Definition der Terminterpretationen

1,w*
Fir Terme t aus L(Z)B A definieren wir Terme T} und Afz -Formeln F; durch Re-

kursion nach dem Aufbau von ¢:

(a) t = 0 ist schon definiert.

(b) t = a;,dann sei T, :i= a; und F,, i= b€ q;.
(c) t = fs fir fe{S,[1],]|},dannsei T, := Ty(T,) und F, i= F(T,, Fi()) .
(d) t = fsys0 fir f €  {+,#,-}, dann sei T i= T3(Ts,,Ts,) und
Fy i= F(Ty,, Ty, Fy, (1), Fis, (1)) -
Uk s ulw
Danach Satz 6.7 die Ay 2 -Formeln abgeschlossen unter Substitutuion von Ay 2 -

R . . uw
Klassentermen sind, ist F; immer eine A;2  -Formel.

Wir schreiben U, fiir den Klassentem {w: Fy(u)} und U(ae) fir {w:Bit(u,a)=1}.
Unter Beriicksichtigung der Identifikation der scharfen Anfangsstiicke mit Zahlen ergibt
sich fiir U(a)<lel die Zahl

Z|(i)U(a) 2= .Z|:| Bit(i,a) - 2 = a.

Also liefern die Heuristiken unter Beachtung von

Pl ) = fus Fy(@,d,u)y 5@

()

den Zusammenhang
Uty=0@) M =" ap(Uar),. .., U(ay))

fir Terme ¢ mit FV (¢) C {a4,...,ac} durch Induktion nach dem Aufbau von t.
Nun definieren wir die Interpretation einer Formeln aus 3P.

7.3 Definition der Interpretation w : ¥? — LW
durch Rekursion nach der Linge der Formel A € XP:
(a) A = (m)t1 =ty oder A = (—)t; <ty, dann sei

<|Tt1|

AV = (=),

<[, |

Uy

1 2
beziehungsweise

<|Tt1| <|Tt2|

Aw = (_‘)Utl S UtQ
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(b) A = BoC mit o€ {A,V}, dann sei
A" i= BYo C".
(c) A = Va<|t| B(x) oder A = Jz<|t| B(z) und a eine neue Variable, so sei

A® = Va<|24T)| (<a§ 1t — B(a))Z’OKTﬂ,U(x)))
beziehungsweise
A® = Tu<|24T)| <<a§ it A B(a))Z’a(ﬂt,U(:c))) .

(d) A = Vz<t B(x) oder A = Jx<t B(x), t habe nicht die Gestalt |s| fiir einen
Term s und a sei eine neue Variable. Wir definieren

A= ((a<t o B), (Tio™)
beziehungsweise

AY = Jo ((agt/\ B(a));u a(]},(ﬁTt')) :

Y

Die Punkte (c) und (d) sind wohldefiniert, da genau genommen nur die Voraussetzung
fiir B(a) benotigt wird:

(a <|t| = B(a))” = (a £[t)" Vv (B(a))" .

Wir begriinden abschliefend, daf} sich die Interpretation * im Standardmodell der Arith-
metik korrekt verhélt. Es werden somit durch E}’—Formeln und deren Interpretation im
Prinzip die gleichen Pradikate beschrieben.

7.4 Satz Korrektheit der Interpretation *
Sei AcXP mit FV(A) C {ay,...,a}, dann gilt mit U(a) := {u: Bit(u,a) = 1}
(N,P(N),...) FA & AR (Ula),- .., U(ar)).

Beweis erfolgt durch Induktion nach der Lénge von A:
Ist A eine Primformel, so haben wir mit den obigen Heuristiken schon die Behauptung
begriindet. Fiir A = Bo(C mit o € {A,V} folgt die Behauptung direkt aus der
Induktionsvoraussetzung.

Ist A = Vz<t B(x), so gilt nach der Induktionsvoraussetzung

B(a) +» C(a,U(a)) (1)
fir C(a,a) = (B(a)g,, ... a(Ular),...,U(ar)) . Wir beobachten

asltl = g<ll A C(a,a) — C(b, B) (2)
und mit der Anmerkung an die Definition der Terminterpretationen

Uiy, (Ula), - Ula) = U(R). (3)
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Nun fiigen wir alle Teile zusammen, um
vast B(z) + Vo (o) <U(t) - C(T, ¢™)) (4)
Zu zeigen.

,—“ Sei ¢ C IN beliebig mit ¢<I"l < U(t), dann sei = die mit ¢<I" assoziierte
Zahl, also gilt

Ux) == <U(1),
mithin x < ¢. Nun zeigen (1) und (2) wegen U(z) = U(z)<®l und ¢<I"tl =
CLON
B(x) ¥ O, Uw)) & C(Ty,07) .
Mit x <t folgt aus der Voraussetzung B(x), mithin
C(T,, o).
W Ist x<t,dannsei ¢p=U(z). Mit t<T; gilt
o = U ()M = U(x) <U(1).
Wieder zeigen (1) und (2)
O(T. ") < B(x) .
Mit ¢<I"! <U(t) folgt diesmal aus der Voraussetzung C(T}, ¢/™t) , mithin B(z).
Damit ist (4) gezeigt.
Nun gilt fiir ¢t = |s]
V6 C(T, o) & Vo< 24T, | C(T,, U (w))
da mit T, = T),(T;) = |Ts| schon
> (i)¢-2i§2m‘ =1 <2 T = 1<2-|Ty| + 1= 24T,

i<|Ty|
gilt. Mithin ist A <> A%, o (Ula1),....U(ay)) gezeigt.
Der Fall A = Jz<t B(z) ergibt sich aus dem gerade Gezeigten durch Negation. O

Nachdem wir die Korrektheit der Interpretation * im Standardmodell begriindet haben,
zeigen wir im néchsten Abschnitt, daf diese Ubersetzung eine Einbettung von S} in U3"
liefert:

rcsPud Sy Fr — Uy Frv.
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8 Einbettung von S} in U™

Wir zeigen fiir beliebige I' ¢ P
S, — Uy v,

Dabei ist der arbeitsintensivste Teil das Nachrechnen der iibersetzten BAsic(())-Axiome in
UL™" . Hier kommt uns die im Vergleich zu [Buss 1986] veréinderte Definition von Basic(f)
gelegen, da die aufwendig nachzurechnenden Axiome fiir die Multiplikation auf ein Mini-
mum reduziert sind.

Zur Abkiirzung und Vereinfachung der Schreibweisen treffen wir folgende Definitionen:

aslah\g<tl .= Ly uealAug gt}
ol c gl = Va<la| (x € a9 — 2 e g0
Sei
max (ofl“') =c i= (cea’ve=0)AVa<a|(c<z — z ¢ ol

In Ué’w* gilt (E(l)’w*—LMIN)7 also sind
max (a<|a|)
und auch
max (a<|“|\ﬁ<|b|)
in Uy™" beweishar existent. Damit schreiben sich in Ug™"
adlal — gl oy lal = g<bl A g<ltl ¢ gla
und
alal < gl oy Ja<p| (:c € p<Ph\a<ld A 2 > max (a<|a‘\ﬁ<‘b‘) ) .
Wir beobachten
adlal ¢ gl _y <lal < gl
z€alh\g — 2 <max <a<|al\5<‘bl)
und
Va<|b| (a: € p<Ph\a<l — 2 < max (a<|“‘\6<‘b‘)>
—  max (B<|b|\oz<|“‘) < max (a<‘“|\ﬁ<|b|) .
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Wir beginnen mit dem Nachrechnen der iibersetzten BASIC(())-Axiome, indem wir zuerst
die Definition von < und < iiberpriifen, und insbesondere deren Linearitéit und Transiti-
vitat nachweisen.

8.1 Lemma

(i)
(i)

U(2),W* I_ Oé<‘a| < 5<|b|7ﬁ<|b| < Oé<|a‘
U(2),w* |_ _|a<\a| < B<|b|7 _|/3<|b| < a<\a|

(111) U(z),w* I_ _|O[<|a\ < ﬂ<|b\’ _|B<|b| < ,Y<\c\’ CY<\a| < ’7<|C|

. . 0,w*
Beweis in Uy™

(1)

(i)

Gelte ﬁoﬁ‘“' < B0l also a<lel £ B<M und a<lal ¢ gl
Ist B<PN\a<lel =0, so erhalten wir a<l*\B<ll £ @ aus a<lal £ g<Fl also gilt
x > max (5<Ib|\a<|a\) fiir beliebige z € a<l?\B<P . Mithin a<ld < g<i

Ist B<PN\a<la=£0 dannist z<max (a<|a|\ﬁ<|b|> fiir jedes o€ B<P\a<ll | also
gibt es y € o<\ G<Il mit y > max (6<\b‘\a<\a|) . Und wieder ist a<l?l < g<bl |
Gelte 3<I"l<a<lal also gibt es 2 € a<l*N\B3<Pl mit 2 >max (6<\b\\a<\a|) Somit
ist a<\a|\ﬁ<|b| +0 , also a<lal 7éﬁdb\ . Des weiteren gilt y <z <max (a<|a|\5<|b|)
fir ye B<|b|\o¢<|“‘ ,also a<ld 4 Bl

(iii) Gelte a<l*l < <Pl und <kl <<l dann ist zu zeigen a<l*! <~<l . Dabei

ist der interessante Fall, daB «o<l%l < g<Il und B=<Il <<l ist.
Also nehmen wir an, daf§ x und y existieren mit

z e phasld (1) und > max (a\g<") (2)
und
y ey hgM o (3) und y > max (B<PN\y<) . (4)

Wir halten fest, daB x #y ist, da z € B<I%  aber y¢ p<I’l ist.

Fiir d e a<lh\y<ld gibt es zwei Fille.

(a) Ist de B<P | sofolgt de B<P\y<lcl und wegen (4) d<y.

(b) Im anderen Fall ist d ¢ <Pl also d&a<l*\p<’l und mit (2) folgt d<uz.

Insgesamt ist also max (x, y)>max (a<|a‘\fy<|c|) , darum geniigt zum Beweis von

a<lal < <l

max (x,y) € y<IN\a<l

zu zeigen. Wir unterscheiden folgende Moglichkeiten:

(a) Ist y € a<l dann zeigt (3) y € a<l?\B<Fl und mit (2) y <. Nach (4)
muf ¢ B<PN\y<ld gelten, was aber wegen z € Bl nur fir z € y<l
moglich ist. Insgesamt erhalten wir

max (z,y) = x € y<IN\a<ll
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(b) Sind y¢a<l*l und x €< dann sind mit (1) und (3) z,y € y<lN\a<ll
in jedem Fall also
max (z,y) € y<IN\a<l .
(c) Sind y¢a<ld und x¢~<l, so erhalten wir mit (3) und (1) y€y<lN\a<l
und z € BN\l Aus letzterem folgt mit (4) y > . Mithin

max (z,y) =y € y<N\a<ll O

Wir bestimmen 0<l0, 1<I"l 2<Pl" 2y
0<% = {u:u#ul},
1< = §(0<1°) = {w : u =0},
2<P = S(1<Mh = {u: u=1}.
Wenn der Kontext es zulifit, schreiben wir kurz 0,1,2 fir 0<l° 1<l bzw. 2<P Wir
rechnen nun die iibersetzten BAsic(f))-Axiome von Seite 26 nach.
(a) (0<a)”

Es gilt 0 C a<l“ | also folgt 0 < a<lel,

(b) (b<aVa<b)”
(c) (a<bAb<a—a=0b)"
(d) (a<bAb<c—a<c)"

Die letzten drei Punkte folgen aus 8.1 (i), (ii) und (iii). Als néchstes beschéftigen wir uns
mit der Nachfolgerfunktion.

(e) (b<a<+ b<Sa)”

Da |a| ¢ a9l gibt es mit (g™ -LMIN) ein minimales w < |a| mit w ¢ o<l . Aus
der Minimalitat folgt

Vo<lal (v < w — v € a<ll) | (1)
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also gilt

S ={u:u=wV (u>wAucalh}. (2)
Fir (b<a— b<Sa)" zeigen wir zuerst

a<lal < S(a<laly
Nach Definition von w und von S(a<l*) (2) gilt

w € S(a<l\asl (3)

Wir beobachten fiir v < |a| mit w <v A v e al¥ wegen (2) v € S(al). Also
erhalten wir

w > max (oﬁ'“‘\S(cf'“')) ,

was mit (3) o</ < S(a<l9l) ergibt, mithin —=S(a<*) < a<ll.

Ist nun A<l < a<lel  so folgt aus der Transitivitit von < =S(a<l*) < <Pl also
B < S(aslal) .

Die andere Implikation (b < Sa — b<a)" zeigen wir durch Kontraposition. Gelte
a<ldl < <Vl "d. h. es gibt = < |b| mit

= ﬁ<|b|\a<|“‘ und 2z > max (&<|al\ﬁ<|b‘> =Y. (4)

Wir haben folgende Situation vorliegen:

w
S(a<lehy: ... 1 0 ... 0
~~
—~
aslel: "0 1 .01
T>w Y
a<lal . 0
541)‘: 1

Da fiir v <w mit (1) schon v € a9 aber z¢ a9 gilt, muf w <z sein. Ist
w=ux, dann folgt S(a<l?l) ¢ <P dennsei veS(a<®). Dann impliziert (2) v>w.
Fiir v=w ist mit (4) v € B<Fl. Im anderen Fall ist v > w, also folgern wir mit
(4) v ¢ a<ld\B<Fl Zusammen mit (2) v € a<l?l ergibt das

ve gl
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Mithin gilt S(a<lel) < g<ll
SchlieBlich bleibt noch der Fall w < zu betrachten. Hier gilt fiir alle v <|a| mit
v>x wegen (2)
veal o veS(ashl.
Damit erhalten wir aus (4)

z € BPN\S(a<l) und 2> max (S(a<|“|)\ﬁ<|b|) .

Mithin S(a<lel) < g=<ll

In den Axiomen spielt die Funktion (a +— 2-a) eine besondere Rolle, weshalb wir sie
getrennt von der Multiplikation betrachten. Wir berechnen 2 - a<lel:

Behauptung
2-a<|“‘:{u:u>0/\u;1€a<|“|}
Beweis: )
Sei ti= T(2,a) = 2-(52)-(Sa) und t := SqBd,(t) . Es gilt
1 @ z=-lealdazr>1

< - <|al —
#2<2(z<zANz€2NT=2€a) {0 D

Darum definieren wir mit (WE(I)’W*—C A) ein ~y derart, da8
V= {Gr ) <[ (@=0Ay=0)V
(z=1¢allAy=0)v(E>0Az=1caltlay=1)}
ist. Nach Konstruktion gilt fiir G wie in Abschnitt 7 definiert
Vi<|t| G(i, 2, a, 2P a<lal 1y

also ist
20 = fuu< [ A (] u,1) 4
= {u:u>0Au=1eal}. U
(f) (a<b—S(2-a)<2-b)"

Gelte a<lol <3<l dann gibt es = < |b| mit
z e fPNa<ld und x> max (a<|“‘\ﬂ<|b‘> =: .
Dann gilt

Sz e (2- fT")\(S(2- a )
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(h)

und

Sx > max ((8(2 . oz<|“‘))\(2 . 5<|b|)) ;

also S(2-a<l4) <2. <kl

(a=[3b] ¢

Es sind

(2-a=bV S(2-a)=0b))"

|28<tl| ={u:Sue By

und

2-ad ={u:u>0Au=1eal}.

Damit gilt

SQ2-asly={u:u=1eal"Vvu=0}.

Ist 2-a<ld=p3<kbl oder S(2-a<l)= <Pl so folgt

1180 ) = {u:Sue P} = {u: (Su) = 1 €ali} =asl.

Umgekehrt sei a<l?l = L%ﬁdbu st 0¢ gl so gilt

2-asll =

{u:u>0Au=1€eal}
{u:u>0ASu-=1)eply
{u:u>0Aue gt}

— B<|b| )
Fir 0¢e <l haben wir

S(2 - aslal)

(Jof=0)*
Wir berechnen

0 = {u -

= {u:u=0Vu-=1¢calhy
= {u:u=0VSu=1)ecpt)
= {u:u=0vueph

— B<|b|-

Bit(u, 0) = 1}</0l = o<l
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Esgilt 0=0V0~=1¢ca<, also existiert mit (E(l)’w*—LMIN) ein maximales w, < |a
mit w, =0V w, = 1 € a<l?. Aus der Maximalitt folgt

Vo<lal (wg <v — v ¢ <l |
also ist
o<l = (w, — 1) ... (0)a .
Analog gibt es maximale wj, < |b] und w,. < |c| mit
wy, =0V w, =1 und wc:0VwC;1€fy<|C|
derart, dafl
Vo<|b| (wy <v —v ¢ B und  Vos<|e| (we <v — v ¢ y<l)

gilt.

(i) (a#0— Ja] =S(|[3a]])"
Wir berechnen
la<ll) = {u : Bit(u, w,) = 1}<“a” :

Sei a<l9l 20, dann muB w, # 0 und somit w, =~ 1 € a<l?l gelten. Fiir w, = 1 folgt
die Behauptung durch Nachrechnen. Ist w, > 1, dann gilt

[ta<lel] = {u:Squﬁ"”F“éaJ|
= {u: (u<wa;2/\Su€a<‘“|)Vuzwa*2}~

Also ist fiir w, = w, ~ 1

T+ 1€ [Ja<)
und

Vo<||dal| (e <v— v ¢ [Lasll]).
Mithin

[ $a<lel]] = {u : Bit(u,w,) = 1}<litzall]

Lal||,wq) =0. Mit (S¢™ -LMIN) existiert ein mini-
males v < “ L%a“‘ mit Bit(v,w,) =0, dann gilt

Es ist w, < |a| , also gilt Bit(|[3a]]

Vz<||[2al]| (2 < v — Bit(z,w5) = 1).
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Damit erhalten wir
S({u : Bit(u, wy) = 1}</Lze1])
= {u:u=vVu>vAu< ’H%a“’ A Bit(u,w,) =1)}
= {u:u<|[[Lall| ABit(u, Swg) =1} .

Da Sw, = w, < |a] ist, gilt Bit(“a\

,Sw,) =0, mithin

S(I[3a<lel]|) = {u : Bit(u, Swy) = 1}</12l = ja<lel].

(a<b—fa] <b))"

Ist (a<0b)", dann folgt w, <w,. Wir benutzen wieder die Abkiirzung U(z) :=
{u : Bit(u,z) = 1}, um U(wa)<||“‘| < U(wb)<|‘b‘| zu zeigen. Dann ist  (Ja|] < |b])*
bewiesen.

Fiir die obige Behauptung nehmen wir U (wa)<|‘“|| >U (wb)<||b|| an und fithren diese
, also gibt es mit (25’W*—LMIN)

Annahme zum Widerspruch. Es ist |w,| < |w,| < ’|b|
ein maximales x < |w,| derart, daf§

r e U(wa)<|‘“||\U(wb)<||bl| und x> max (U(wb)<||b||\U(wa)<|“||>
erfiillt ist. Dann gilt fiir <y < |wy|

s U(wa)<|‘a|| “ye U(wb)<||b|| :

Insgesamt haben wir Bit(z, w,)=1, Bit(z,w,)=0 und Yy<|ws| (y>z — Bit(y, w,)=
Bit(y, wp)) . Dann erhalten wir

Wy < Wgq

im Widerspruch zur Voraussetzung w, < wy, .
(0#a=1)"

Wir beobachten

0#a<l! = {0 w,} = {0} = 1<
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Q) (a#0— 1#a=2 (14#[5a]))"
Sei (a+#0)", dann ist w, > 0. Mit
[%a<|a‘J = {u: Su e ol
ist w, —1 maximal mit

We=1=0V (w, 1)~ 1€ [Lasll],

also gilt
120l = {1+ (w, = 1)} = {w, = 1}.
Mithin
2 (120 )) = {uiu>0A(u=1)e (£ 2a )} = {w}

= 1#a<ll,

(m) (a0 — agtb = ([zal#b) - (14£h))"
Sei (a#0)", dann ist w, > 0. Wir berechnen

[l 5 = {(wa = 1) - wy)

und
1451 = {wy} .
Es gilt
#ez|bl|(z <z Az efw} Ar = 2e {(wo = 1) wy})
_ { 1 x:(wa;1)~wb+wbw“:>0wa-wb
0 sonst

also folgt

(L5t - (138°) = {u, - wp} = a0

(n) (a#b = b#a)”
Es gilt

a<|a‘#ﬁ<‘b| — {wa . wb} — ﬁ<|b|#a<|a\ .
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(0) (la| = [b] = atc = b#c)"

Gelte (Ja|=|b|)", dann ist Bit(i, w,) = Bit(i,wp) fur alle ¢ < max (Jwg|, |ws|) und
somit w, = wy , mithin

a1l gyl = Lo 0.} = {wy - we) = B A<l

(p) (a+0=a)"
Wir beobachten Yw<|T, (a,0)| (w ¢ 0<I°) . Also gilt

a1 0={u:uea’l e ug ol =l

(q) (a+Sb=S(a+10b))”

Sei t i= Ty(a,b). (g™ -LMIN) liefert nun minimale w;, < || und w < |¢| mit
wy ¢ B und w ¢ <9l + <1l dann sind

S(BPNY ={u:u=1wy Vv (u>w, Aue B}
und
Sl + 3P ={u:u=w Vv (u>wAucald 4 g<thy,

In den Tabellen bezeichne ,=* die Bit-weise Ubereinstimmung und ,,xor® die Bit-
weise Nicht-Ubereinstimmung der angegebenen Bereiche.

gl o0 1.1

S(p<hy - 21 0.0

Tabelle 3: Die Bindrdarstellung des Nachfolgers von g</l
Also gilt fur u < |[t| (Tabelle 3)

u<w, : u€ P o udS(p
u>w, @ u€ Bl uesE
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a<ld g g<ibl .0 1...1

S(aslal 4 g<bly . T 1 0...0

Tabelle 4: Die Binsrdarstellung des Nachfolgers von a<lel + =</’

und (Tabelle 4)
u<w U,Eafdal _|_5<‘b| <_>U¢S(Q<|a|+ﬁ<|b|)
u>w : ue a4 gl <—>u€S(a<|‘1| _|_5<|b|> '

Auflerdem beobachten wir:

tritt kein Ubertrag nach u bei a<l*l + <l auf, so gilt
u € o<l 4 gl — (u casll &g 6<‘b‘)

und

tritt ein Ubertrag nach u bei a<l9l 4+ <Pl auf, so gilt
u e ol 4 gl — (u casll o ue 5<“")

(i) Ist w=0, so gilt
0 € asl?l +8(8<")
= (0ea o 0gs(pM)
= (0ea o 0epd)
= 0¢aly gl
—  0eS(asl 4 pg<bly.
(ii) Sei w>0 und es trete
kein Ubertrag nach u bei o<l + g</
auf, d. h.

Ju<u(v=0V (v~ 1)oz<|“| = (v~ 1)541)‘ =0)
N Vre<u(v <z — ({B)a<|a‘ =0V ($)B<|b| =0)].

Mit (2g™ -LMIN) wihlen wir v maximal in (2).

(2)

(A) Ist v>0, dann gilt (v = 1)B<‘b‘ =0 laut Definition von v, also ist nach

Definiton von w, v =~ 12> wy.

Ist v=1=wy,sogilt Vr<u ((m)&<|a| =0V <x)S(ﬁ<|b|) =0) (Tabelle 5). Ist
v=1>wy, so gilt Ve<u(v<z — (a:)a<|a| =0V (x)s(ﬁdbl) =0) (Tabelle 6).
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N
gt oL 0 1
Xor
a<lal 20
~~
S(B<lbly ... .. 1 0...0

Tabelle 5: u>v>0und v — 1 = w,

U v-=1 W

<|b| .

B o 0O ... 0 1...
XOor

a<lal 0
~~
PN

S(B<lkly ... .0 ... 1 0...

Tabelle 6: u>v >0 und v — 1 > w,

Mithin tritt

kein Ubertrag nach u bei a <1l + (5=
auf und es ist w < wy . Also gilt

U>V> W, > W.
Damit berechnen wir

u € a<lel 4 g(p<l
L (ueatl o ugs@E)
=2 (u ca’l oy ¢ 6<|bl)
Ay e gl 4 geh
8 yeS(asld 4 gl

(B) Ist v=0, dann ist
u<w,

da aus der Maximalitidt von v in (2) schon Vz<u ((z)a<‘a| + (x)5<‘b|) folgt.

Damit gilt
u € S(a<lel 4 g<Pl
y<w u @é Cy<|a\ + B<|b|

!

é (u casld & ye B<|b|)

u<wy : (u ca<ld &y ¢ S(5<\b|))
<~

u>wy (u€a<|a| o uES(6<\b\))
— wueasl4g(pelh
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Um die letzte Aquivalenz zu erhalten, miissen wir zeigen:
u<w, <= es tritt kein Ubertrag nach u bei <% +S(p<"") auf.

Wy
gl o0 1.1
u
a<lel o 0...0
S(p<Phy ... 1 0...0

Tabelle 7: u>v =0 und v < wy

u Wy
N
B0 1
a<lal ... 1 0...0
~~
S(B<lbly ... .. 1 0...0

Tabelle 8: v >v =0 und u > w,

Sei u<w, (Tabelle 7). Mithin tritt
kein Ubertrag nach u bei  a<lal 4+ §(5<)

auf. Im anderen Fall sei u > w, (Tabelle 8). Mithin tritt
ein Ubertrag nach u bei a<l? + S(p<)

auf.

(iii) Sei w >0 und trete
ein Ubertrag nach u bei o<l + g<P (4)
auf, d. h.
Jv<u [(U)a<|a| = (U>5<\bl =1
A Vr<u(v<z — (x)a<|a‘ =1V (w)ﬁ<|b| =1)].

(5)
Mit (Z(l)’w*—LMIN) wéhlen wir v maximal in (5). Es ist w <w, denn fiir z<w
minimal mit (z)a<|“| = (Z)5<|b| =1 gilt w<z<wv. Mithin

u>w.
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Wir erhalten
u € S(a<lel 4 p<lbly
L ye sl g
é} (uecf'“‘ <—>u€5<‘b|> .
Wie oben miissen wir nun noch zeigen:

u<w, <= es tritt kein Ubertrag nach u bei a<lel + S(B<|b‘) auf .

U v Wy
<[b]
B e b 01
Xor
a<ld !
~~
S(p<l*ly ... .1 ... 1 0...0

Tabelle 9: u > v > wy

(A) Ist v>wy,, dann gilt w>v>w, (Tabelle9). Dann tritt
ein Ubertrag nach u bei a<l?l 4 S(p<*)
auf.

Wy v
gl o0 1.1 01 1...1
U
a<le . 0...0 1 ...
S(B<Phy = ... 1 0...0 0 0...0

Tabelle 10: wy > u > v

U Wy v
p<ll .. 0 1...1 1 1...1
~—~—~
XOor
a<ld .01 0...0 1 0...0
~—~
Xor
S(B=Ih .01 0...0 0 0...0

Tabelle 11: ©u > wy > v



(B) Sei v<wy.Ist u<w, (Tabelle 10), so tritt
kein Ubertrag nach u bei a <%l + (5=
auf. Im anderen Fall ist u > w, (Tabelle 11). Mithin tritt
ein Ubertrag nach u bei o<l + S(5<)
auf.

(r) (a+b=b+a)”
Die Definition von + ist symmetrisch in a<l% und <P es gilt

F+(aa b7a7676) A F—i—(baa)ﬁyaac) und T+(CL, b) = T+(b7 Cl) :

Bevor wir uns den weiteren Additionsaxiomen zuwenden, beweisen wir ein spezielles Dis-
tributivgesetz:

= <2 (sl 4 5<Ibl))
— u>0Au=1eqall4 <l
<~ u>0AF(a,b,a,f,u~=1)
—  F(2-a+1,2-b4+1,2-a519 2. < q)
= ue€ ((2 sy 4 (2. B<|b|))

Zudem definieren wir

MSP(a<l9, d) := {u:u+deal}<ll,
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(s)

((a+b)+c=a+ (b+c)”
Wir kénnen dies durch (E(l)’w*—LIND) fir d=Ja+b+¢|,...,0 in

(MSP(al"l, d) + MSP(8<, d)) + MSP(y<, d)
= MSP(a, d) + (MSP(8<", d) + MSP(y7I*!, d))

zeigen. Dabei benutzen wir im Induktionsschritt obiges spezielles Distributivgesetz
sowie die bewiesenen Axiome (q) und (r) aus. Fiir d =0 ergibt sich die Behauptung.

(b<c—a+b<a+c)”

Sei B<ll < ~y<ll dann gilt fiir = = max (7<\c\\5<|b\>
T E ”Y<|C|\ﬁ<|b| und 7 > max (B<|b|\,y<\c\> .
Wir zeigen nun durch (E(l)’w*—LIND) nach d

MSP(a<l® 2 = d) 4+ MSP(3<Fl, 2 = ) (1)
< MSP(al z = d) + MSP(y<Il, z = d)

Sei d = 0. Es folgt MSP(B<", Sz) = MSP(y<I°|, Sz) aus der Maximalitit von z, also
gilt

S(MSP(B<"l ) = MSP(y<I9, z) .

Dann zeigen die schon bewiesenen Axiome (e) und (q)

MSP(a<l z) + MSP(B<", )
< S(MSP(al z) + MSP(3<", z))
— MSP(a", z) + S(MSP(8<", z))
— MSP(al 2) + MSP(y<, ).

Fiir den Induktionsschritt haben wir die Induktionsvoraussetzung im Falle d < x

mit @ := MSP(a<l 2 = Sd) etc. Nun zeigt (f)

S(2- (L3a) + [368D) <2~ (L38] + [37)) .
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also folgt aus dem oben gezeigten speziellen Distributivgesetz
2-3a] +2-[38] < 2-|5a]+S(2-[38))
< 2-lal +5e- 147).
Mithin ist
2-2al+8<2 |al+7.
Ganz allgemein erhalten wir mit (e)

(u<v)’ = =(v<u)” L —(v<Su)? = (Su<v)?

L (Su< Sv).

Auf (2) angewendet ergibt das

S(2- [za)) +B<S2-[5a]) +7.
In jedem Fall haben wir

a+B<a+y

gezeigt.

Durch Induktion folgt (1) fiir d = |¢|, also erhalten wir wegen z = |¢| =0

a<lel 4 gl < g<lal 4 <l

(a-0=0)"
Sei t i= T'(a,0). Es ist
#o<lal(z<zAzcalAg = 2e0) =0
fiir beliebiges x. Also gilt fiir die Menge ¢, die
Vi<|t| Ve<|t| Vy<|t| ((i,z,y) € ¢ <> y=0)
erfiillt und mit (wE§™" -CA) existiert,
Vi<|t| G(i,a,0,0,0,¢) .
Mithin ist

ol 0= {u<|t|: (Jt|,u,1) € ¢} ={u<|t| :usu} =0
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(v)

(a-(Sb)=(a-b)+a)”

Die Schwierigkeit bei diesem Beweis liegt in der Verkniipfung der scharfen Anfangs-
stiicke mit den Berechnungsfeldern der Multiplikation. Die Idee dabei ist, die Addition
auf der ersten Zeile der Berechnungsfelder zu definieren:

i<[t] i<[t] i<[t|

um anschliefend dann wie bei der Multiplikation eine Bindrdarstellung zu berechnen.
Die eigentliche Aufgabe ist zu zeigen, dafl diese Berechnung der Addition beweisbar
zum richtigen Ergebnis fiihrt.

Zu diesem Zwecke fithren wir einige Notationen ein. Sei t(a) = T'(a,a) = 2-(Sa)-
(Sa) und f(a) := SqBd4(t(a)), dann ist |t(a)| > 2 - |a|. Ein a-Berechnungsfeld ist
eine Menge ~ von Tripeln, fiir die

Va<|t(a)| Aly<(t(a)] ((0,z,y) € 7)
A Vr<|t(a)| Yy<|t(a)] ((0,z,y) € v — (1)
y<la| A(z>la] =1 —y<2-[a] = (Sz)))

und
Vi<|t(a)| (i >0 — G(i,a,a,7)) (2)

gilt. Dabei ist G die Formel, die das Berechnungsfeld der Multiplikation beschreibt.
Der fiir ¢ > 0 relevante Teil von G ist eine Z(l)’w*—Formel. Also ist die Eigenschaft, ein
a-Berechnungsfeld zu sein, durch eine Eé’w*—Formel gegeben. Analog zum Existenz-
und Eindeutigkeitsbeweis der Multiplikationsberechnung kénnen wir auch hier durch
(27" -LIND) und (wX§™ -CA) zeigen, daB sich jede Menge mit (1) auf den Tripeln
eindeutig zu einem a-Berechnungsfeld fortsetzen 1483t.

Nun garantiert (2), daf
vi<lt(a)| ({i, [t(a)],0) € 7)
und
ves|t(a)| Vy<|t(a) (([tH(a)], z,y) €y = y <1)

gilt. Sei be(a,7), das Ergebnis des Berechnungsfeldes ~y, mit (WZ(l)’W*—CA) definiert
durch

be(a,7) = {u: {|t(a)],u,1) €4},
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dann ist dies eine Bindrdarstellung der Ausgangszeile von 7.

Auf den Berechnungsfeldern sei +* die Addition, d. h. sind 7y und ~; a-Berechnungs-
felder und 4 ein t(a)-Berechnungsfeld, dann gilt ~y +*; =9 genau dann, wenn

Va<l|t(a)| Vyo<lal Vyr<lal ({0, 2, y0) € v0 A {0, 2,51) €m
— (0,2, 90 + 1) €9) (3)
A Va<|t(t(a))] (z > [t(a)|] = (0,2,0) € 6) .

.. . . 1.w* .
Dies ist wiederum eine 33" -Beschreibung.

Zu a-Berechnungsfeldern vy und ~; gibt es mit (WE%’W*—CA) ein 9 mit (3) und der
Eigenschaft (1) eines t(a)-Berechnungsfeldes. Dies § 148t sich in eindeutiger Weise zu
einem t(a)-Berechnungsfeld fortsetzen.

Wir wollen nun zuerst folgende Homomorphieeigenschaft zeigen:

be(t(a),v0 +" 71) = be(a, vo) + be(a,v1) . (4)

Dazu verallgemeinern wir +* auf scharfe Anfangsstiicke, indem wir von «o</% zum
kanonischen a-Berechnungsfeld

{(i,z,y) <[t(a)] : y <1 A (y=1 ¢ zea’)}
iibergehen, dessen Existenz wieder durch (WE(I)’W*_C A) gesichert ist.

Ist v ein a-Berechnungsfeld, dann gibt es ein (2a+1)-Berechnungsfeld § mit -~ +*
a<l?l = § . Fiir jedes solche ¢ gilt

be(2a + 1,0) = be(a, ) + o<l (5)
Beweis:
Sei 7 <I1@l =he(a,~) . Durch (£§™" -LIND) zeigen wir fiir 0 <i < [t(a)]:
Va<[t(2a + 1)| Vy<|t(2a + 1)] |(i,z,y) €5 >

[( bei 7 <H@! 4 q<lal trits
kein Ubertrag auf die Stelle 2 auf oder x =0 )

ANz<i—=y<IAy=1 (v¢a’ld o zey<t@hy

A (x =1 — Jz<|t(a)| ((i,i,2) € v
ANz<yAy<z+1A(y=2z<idal?h)))]

vV [(bei F<H@l 4 q<lal tritt ein Ubertrag auf die Stelle z auf )

ANz<i—=y<lAy=1¢ (zcaldazeqysltal))

A (x =1 — Jz<|t(a)] ((i,d,2) €
/\z+1§y/\y§z+2/\(y:z—i-le'gZad“')))”
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Dann gilt
be(2a + 1,0)
= {u: (Jt(2a+1)|,u,1) € 3=/t
= {u<|[t(2a+1)| : [( bei 7 <Dl 4 q=<lal tritt
kein Ubertrag auf die Stelle u auf oder u =0 )
A (ud a<ltl oy ey <@l
V [( bei <@l 4 q<lal tritt ein Ubertrag auf die Stelle u auf )
A (u€al oy ey <@}
_ <@l 4 gelal

Seien v, d a-Berechnungsfelder. Wir zeigen nun durch (E}’W*—LIND) nach b

393 [ ¢ st a-Berechnungsfeld
A z/}<|£(t(“))| ist t(a)-Berechnungsfeld
A Vaslt(a)| Yyslt(@)| (0,2,9) € 61 o ©)
(y<bA{0,z,y)€6)V (y=>0bA 3z<|t(a)] ((0,2,2) €5 A z2>D)))
A ¢<|£(t(a))| — 4t ¢<|£(a)|
A be(t(a), ) = be(a,7) + be(a, o]

fir b=/|t(a)|, dann gilt
p=56 = =744
= be(t(a),y +" &) =be(a,y) + be(a,d)

also die gewiinschte Homomorphieeigenschaft (4).

Beweis:
Fir =0 sei ¢=0 und v =+, dann gilt
p=y+"¢
und

be(t(a),v) = be(t(a),v) =be(a,v) =be(a,v)+0
= be(a,7) + be(a, ¢) .

Im Induktionsschritt gelte (6) fiir b, also gibt es Mengen ¢g, 1y mit den ge-
wiinschten Eigenschaften. Wir definieren a- bzw. t(a)-Berechnungsfelder ¢, und
1, durch

0,z,y) € < (Y<SbLA(0,7,y) €6)V

(y =Sb A z<|t(a)| ((0,z,2) € A z > Sb))

und

Pr=7+" ¢1.
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Mit (wEg™ -CA) sei

o<l = Lo Jy<|t(a)| (y > Sb A (0,u,y) € )} .
Dann gilt

¢1 = o +* a1
und somit

¢1 _ '7+* ¢1 :’Y+* (Cbo +* a<\t(a)|) _ (/7 +* ¢0) +* a<\t(a)|

— 4+ aclt@!

Also gilt mit obigem (5)

be(t(a),¥1) 2 be(t(a), vy) + <)

= (be(a,) + be(a, ¢p)) + o<1

be(a, (be(a, ¢o) + a=I1l)

7) +
2 be(a,v) + be(2a + 1, ¢ +* <)
7)

—
Ry

= be(a,v) + be(a, ¢1) .

Dabei geht bei dem zweiten ,,=* die Induktionsvoraussetzung ein. O

Um jetzt die Rekursionsgleichung zu zeigen, berechnen wir zuerst S(8<Fl): Mit
(35" -LMIN) existiert wegen |b| ¢ 3<I’l ein minimales w < [b| mit w ¢ g<I".
Es gilt also

Vo<|bl (v <w — v e <t

Dann ist

SBPY ={u:(u>wAuepYvu=w}.

Sei ¢ := 2-max (a,b)+1, dann gibt es c-Berechnungsfelder v, und 7y, die a<le!. 3</!
und <% - S(B<I"l) beschreiben:

0,7,y) €y =
y = #zs\b[(zgx/\zeﬁ<‘b‘Axézéoﬁ'“')
= #z§|b|(z§x/\z>w/\ze,8<‘b‘/\x;onf'“')
+#Zé|b|(z§x/\z<w/\:L';onf'a‘)
<0,.T,y>€")/1 —
y = #z§|2b—|—1|(2§a7/\268(ﬂ<‘b|)/\m;zeofl“')
#2<|2b+ 1|(z<zA2z>wAz€SBE) Az = 2eal)
+(-T - w)a<|a\ : 1w§a:
= #Ho<b|(z<zAz>wAzEBPI AL =zl

+('T - w>a<|a\ : 1w§m .
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Wir zeigen nun
be(e, 1) = be(c, v +* o<l . (7)
Dazu beweisen wir durch (X1 -LIND) nach !

do Iy [ ¢<’£(C)’ und w<‘£(c)‘ sind ¢-Berechnungsfelder

A ¢<|f(c)| — o+ o <lal

A Va<lt(e)| Yylt(e)] (0, 2, y) € O]
y=H#z<bl(z<zAz>wAze M AL~ zeasl (8)
t#z<b|(z<zAz<wAz>1I Az~ z€asl)
+(x = l)a<|a| “Li<a)

A be(C,¢<|t~(C)|) :be(c, ¢<|E(C)|>} ,

fir l=w<|b|.
Beweis:

Ist 1=0, so erfiillt ¢ =¢ =1y +* a<l? die Formel (8). Im Induktionsschritt
gelte nach Induktionsvoraussetzung (7) fiir [. Es gibt also ¢-Berechnungsfelder ¢
und 1y mit

=10+ a M
und

be(c, ¢) = be(c, 1) . 9)
Sei p ein c-Berechnungsfeld mit

0,2,y) € u
y = #e<pl(z<zAz>wAzeBP AL~ 2eatl)
+#z<bl(z<aAz<wAz>SIAT = z€al),

dann gilt

do = (u+*2-asll) gr ol gl
— a2 a<lal 1x ol a<|a|) _
Sei 11 ein c-Berechnungsfeld mit
by = 47 2 gl (11)
Wir erhalten

(10)
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be(c, ) (i) be(c, wo)
(2) be(c,u +* (21 . a<|a| ‘l‘* 21 . Oé<|a|))
= be(c, ) + be(c, 2 - a<lel ¥ 2! g<laly
= Dbe(e, ) + (be(c, ol . a<\a|) + belc, ol . a<\a|))
= be(c, [L) + (QZ . Oé<‘a| + ol . a<|a|)
= be(c, p) + 27+ o<lal
—  be(c, 1) + be(c, 211 . a<ll)
= be(c, p+* 211 o<l
11
= be(c, 1),
wobei wir in der fiinften und siebten Zeile [+ 1+ |a| <|b| + |a| < |¢| beachten.
O
Mithin ist gezeigt:
O{<|a‘ . ﬁ<|b‘ + @<|a‘ — be(C’ ’yo) + be(c’ a<|a|)
D be(e, 30+ a)
7
2 be(e. )
= <l S(5<‘b‘)
(a-b=0b-a)”

Dies folgt sofort aus der Definition der Multiplikation, die wegen

#z§|a|(z <z AzE a/<|a\ ANr—z¢c /3<|b|)
= #z<bl(z<x Az Eﬁ<|b| Az —=2€ a<|a|)

symmetrisch in <% und g</ ist.

((a-b)-2=a-(b-2))"

Wie bei der Definition der Multiplikation gezeigt gibt es ¢ und 1, die a<lal . g=</!
und o<l . <5<|b| . 2) beschreiben. Dabei ist <12 ={u:u>0Au~=1¢cp<P}.

Durch (2§™ -LIND) nach i 148t sich

Va<|t| Vy<|t| [(i,z,y) € < (i=0A(0,Sx,y) € )
V (i >0 A (Si,Sz,y) € )]

fir i=1t| mit ¢t := T (a,b) zeigen.
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Nun ist
T(a,2-b+1) = 2-(Sa)-(S(2-b+1))

2050 (2-(5) = 2- 2+ (S)- (81)
2.1,

und da ¢t >0 ist, folgt |T(a,2-b+1)|=S|t|=|2-t+1].

Wir beobachten (i,0,0) € ¢ fiir ¢ <SJt|. Also gilt fir = < S|t|

T e (of'a‘ -64“) 2 o 2>0Az=1eqld. gl
& z>0AN(|t|,z=1,1) € ¢
— x>0A(S|t],S(z=1),1) ey
< (2-t+1),2,1) €
& reatll. (B<|b| -2) .

Wir fassen unser bisheriges Miihen in Lemma 8.2 zusammen.

8.2 Lemma

Fiir A e Basic(d) gilt U™ | Av, O
Fiir die Einbettung von Siz in U;W* treffen wir noch einige technische Vorbereitungen.

8.3 Lemma
Es gilt:
() ~(4%) = (24"
(ii) Fir > 0 gilt
]_7 *
Aesr = AweEiUzw
1,w*
Aell? = AweHiU2w
(i) US| ~U= = V<, ~(A(@)2, s, U), (A(@)2, ot V)
fiir beliebige Terme s,¢ und Klassenterme U,V .
(iv) (A@®)" = (A(a))g, o(T:, Ut) -
Beweis:
durch Induktion nach der Lénge von A . a

103



8.4 Satz
Sei A(a) € P, B(a,a) i= (A(a))”, dann gilt
(i) U™ b =6 B(Ty, ¢/")), Vo< 24T, B(Tiy, U(x)) .
(i) U™ | =3¢ B(Tyy, ¢/"l), Ju<|2#T| B(Tjy, U(x)) .

Beweis:
Sei b eine neue Variable. Aus Lemma 8.3 (iii) erhalten wir

U™ | —a<[Til = gyl ~B(T),, o)), B(TY, U®b)).
Nun zeigt die Definition von a<le = =</

U™ b oIl = )<l <wy<| T3 (y € ol & Bit(y, b) = 1) .
Insgesamt ergibt das

U™ b =Vy<|Tiyl (y € /"1l ¢ Bit(y, b) = 1),

BTy, ), BT, U(5). (1)
(i) (1) fithrt mit (3%) und (V?) auf
U™ | o -vy<[Ty| (y € 6" & Bit(y,b) = 1), )
3¢ ~B(Tjy, ¢1), B(Ty,, U (D)) -
Es gilt
U™ b Vy<|Ti| (y < | Tjy| A Bit(y,b) = 1 ¢ Bit(y,b) =1).
Dann ergibt (wEg™ -CA) :
U™ b 3ovy<|Tyy| (y € 91! & Bit(y,0) =1).
(Schnitt) mit (2) und (V<) liefern die Behauptung.
(ii) Hier fithrt (1) mit (3<) und (V<) auf
Up™ b Va<|24T,| =Vy<|Tjy| (y € o & Bit(y, z) = 1), )
=B(Tyyy, ol"l), 3w<|24T| B(Tjyy, U(x)) -
Nun zeigt Satz 5.9 fiir a=71; unter Ausnutzung von ‘|Tt\‘ = |T\[(T}) = [Ty
U™ | 3e<|24T| Vy<| Ty | (y € /Tl & Bit(y, ) = 1) .
Ein (Schnitt) mit (3) und (V?) liefert das Gewiinschte. O

8.5 Einbettungssatz von Si2 in U;W*

Seii>0, ' cXP und S, | T, dann gilt U;W* v,
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Beweis:
Mit dem Eliminationssatz 4.14 folgt aus der Voraussetzung S |1i I' fiir ein m <w.
Nun zeigen wir durch Induktion nach m die Behauptung.

(i) Liegt ein logisches Axiom vor, so folgt mit Lemma 8.3 (i), (-A)Y = —-AY,
die Behauptung. Die Definition von =" als extensionale Mengengleichheit liefert
sofort die Reflexivitédt, Symmetrie und Transitivitdt von =". Da die iibersetzten
Funktionen und Pridikate auf den Mengenextensionen definiert sind, erhalten
wir somit alle Gleichheitsaxiome.

(i) Die Substitutionsinstanzen der Axiome aus BASIC(()) ergeben sich aus den nach-

1w~
gerechneten Axiomen (Lemma 8.2) durch Substitution von APZ -Klassenter-

men (Satz 6.7) der Gestalt Uy = {u: Fy(u)}.

(iii) War der letzte Schlu§ (A) oder (V), so folgt die Behauptung direkt aus der
Induktionsvoraussetzung. Fast genau so einfach ist (Schnitt). Hier wird neben
der Induktionsvoraussetzung noch Lemma 8.3 (i), —(A") = (—A)", bendtigt.

(V<) Ohne Einschriankung habe der Schlufl die Voraussetzung

Sh i Ta £t Aa)

mit a ¢ FV (I', Vo<t A(z)) . Die Induktionsvoraussetzung liefert daraus
U3™ 1% (0 21", (A(0)"

mithin
UL T (a <t — Aa))".

Da a ¢ FV(I), sind a,a ¢ FV(I'%). AuBerdem folgt I'* c LW aus
I' ¢ ¥P. Dann erhalten wir durch Termersetzung 4.5 (i) und Klassentermer-
setzung 6.7, da alTil ein g™ -Klassenterm ist,

Us™ BTV (a<t = A(0)g, o(T;, ™)
und mit einem (V?)
Us™ BT Vo (a <t = Aa)g, (T o).
Ist ¢t = |s| fiir einen Term s, so folgt aus Lemma 8.4 (i) mit einem (Schnitt)
ULY LT, (Vost A(z))”
wegen
Va<24T| (a < |s| = A(@), (T, o) = (Vost A(x))".
Sonst gilt die Behauptung, da in diesem Fall
Vo (a <t — Ala)g, o(Ti, 0™) = (Vast A(x))".
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(3<) Der letzte SchluB hatte die Gestalt
S, LAY = Sy T tgs, o<sAx).

Dann liefert die Induktionsvoraussetzung

UL b T (A)" @
Wir zeigen nun
USY T2, (¢ )%, 36 (la < 5 A Al)l, oL, 07) @)

H *
indem wir informal in U3"  argumentieren.

Gelte =VI™ und —(t £s)*, d. h.

Ut<\Tt\ < US<|TS| ’ (3)
dann folgt einerseits aus (1)

(A(2)" . (4)
Andererseits gilt

(o)™ = o 6)

daaus U <U<T fiir 2eU;™ schon 2<|T}| folgt, also die Einschriinkung
Ts

von Ut<|Tt‘ auf ([];'Tt‘)<| | in Wirklichkeit keine ist.

Also folgt mit (5) aus den Gleichheitsaxiomen" 8.3 (iii) angewandt auf (3)

Ts
(Ut<th\)<' < yem

und aus (A(t)" = (A(a)g, (i, Uy) 8.3 (iv) und den Gleichheitsaxiomen®
8.3 (iii) angewandt auf (4)

(A(@)s, a(T U7™).
mithin

(a<s A Al)y 0T, U7,
Analog zu (5) sehen wir

(o™ = g

also folgt wieder aus den Gleichheitsaxiomen” 8.3 (iii)
(0 <5 7A@, o (T (07™) ™)

1,W* *
Mit (WEPz -CA), die nach Lemma 6.2 in U3™" herleitbar ist, folgt nun

30 ([a < s A A@]G, o(Te0™)) |
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also (2).
Ist nicht s = |§| fiir einen Term 3§, so sind wir an dieser Stelle fertig. In dem
anderen Fall, wo s = || fiir einen Term 3§ ist, zeigt Lemma 8.4 (ii)

U™ | =36 (A(a)§, o(Ti5, ¢41),
Fo< 2475 ([a < 13] A A(@)JE, o (T, U(@))) -
Ein (Schnitt) mit (2) liefert nun
USY T, (t < 5)", (Qu<|3] A(z))™ .
(XP-PIND) Als letzter Schlu8 liegt vor

Sh b I ~A([30)), A(b) = Sh |5 T, 2A(0), A(t)
mit b ¢ FV (T, A(0)) und A(a) € P . Die Induktionsvoraussetzung zeigt hier
mit Lemma 8.3
U™ b T ~(A()g, ol [50), {u: Su< b A Su € B}),
(A(a))d, a (b, {u <[b] : v e F}).

Da die Aquivalenz (Su < [b| > u < ||3b]]) in U;W* gilt, erhalten wir

U™ | T = (A(a)y, o(15b), {u < |[3b]] : Su e B}),
(A(a)g o, {u< bl :uep}).

*

: uiw

Nun wird 8 durch den Ay2 -Klassenterm

{u T = (|b] = w) € U}
ersetzt. Die Herleitbarkeit der entstehenden Formelmenge garantiert Satz 6.7.

U™ T, (A(0)g, a(b{u < bl : [Ti] = (b] = w) € U.}),

~(A(a)g, all5b) {u <[[50]] - |Ti| = (1b] = Su) € Ur}) .
1’ *

Da A(a) € BP ist, folgt mit Lemma 8.3 (i) (A(a))¥ € EiU2w und, weil Uy

1w*

aus AE2 ist, mit Satz 6.8
w Ul’ N

B(b) = (A(a))g, a(b,{u < |b] : |Ti| = (|b] = u) € Up}) € 572
Wir beobachten in U;W*

b>0 — |b]=S|[3b]]

— |b] = Su=S|[3b]| = Su=|[3b]] = u

b=0 — [b]=Su=0=][3b]| = u,
mithin gilt

Us™ T, =B(L0]), B(b).
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1,w*

Auflerdem ist b ¢ FV (I, B(0)) , also zeigt (EiUz’ -PIND)
U™ 1", =B(0), B(Ty).
mithin
U™ F I, ~(A()g, o0, Vo), (A@)g, o (T U7
Das Gleichheitsaxiom” Lemma 8.3 (iii) im Zusammenhang mit
(o) = g
liefert hieraus
U3" T ~(A(@)7, (0. o), (A(@)g, o1, Ur)
Lemma 8.3 (iv) und (i) produzieren nun

U™ BT, (2 A(0))", (A1) . 0

Mit diesem Einbettungssatz lafit sich zeigen, daf die Af—Prédikate, die nach dem Haupt-
satz 3.7 AP-definierbar in S} sind, in U;w* durch Ail ™" _Formeln beschrieben werden.

Die Umkehrung dieser Aussage streben wir als néchstes an, um so den Hauptsatz auch
fir U3" zu bekommen.
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9 Charakterisierung der Polynomialen Hierarchie
in ULV

Nachdem wir im letzten Abschnitt gezeigt haben, daf die in S} herleitbaren 3P-Formeln
in ,,aquivalenter Form“ in Ugw* beweisbar sind, zeigen wir hier quasi die Umkehrung. Die

in USY" herleitbaren 1% -Formeln sind in , dquivalenter Form* in Sh(.4) herleitbar. Mit
diesem und dem Hauptsatz 3.7 zeigen wir, dafi die AP-Pridikate genau diejenigen sind,

die durch A" -Formeln beziiglich U™ beschrieben werden.

Die Einbettung von U;W* in SL(A) gestaltet sich weitaus einfacher als die in den letzten
beiden Abschnitten bewiesene, da wir bei der Ubersetzung der zweiten Stufe in die erste
nicht die sprachlichen Probleme wie vorher haben. Wir {ibersetzen

Qo B(¢") durch Qu<(4-t+1)BU(z)"),
wobei wie tiblich U(a) der Klassenterm {u : Bit(u,a) = 1} ist. Die Grenze 4 -t + 1

ist richtig gewéhlt, denn fiir t = 0 erhalten wir

Z(¢)¢-2i§1:4-0+1,

i<|0]
und fiir ¢ > 0 folgt 2% <¢< 2! mit s=[¢t| — 1, mithin gilt

i<t

Da die zu den Funktionszeichen aus F* gehérenden Funktionen 3¥-definierbar beziiglich
S1 sind, kénnen wir nach Korollar 3.5 ohne Einschriinkung davon ausgehen, daf sie in S
enthalten sind.

Ein wesentlicher Punkt bei der Durchfithrung der Einbettung ist, eine erststufige Kom-
prehension in Sh(.A) einzusehen.

9.1 Satz
Sei A(a) aus AP(A, F¥) beziiglich S5(A), dann gilt
SY(A) F Ja<(4 -t +1)Vze<|t]| (A(2) < Bit(z,2) = 1).
Beweis:

Sei B(a) i= Jz<((4-a=2)+ 1) Vz<|a| {A(|t| =~ (la|] = 2)) <> Bit(z,x) = 1} .

Wir argumentieren in S3(A), um S3(A) F B(t) zu zeigen. Mit der Voraussetzung
Ac AP(A, F¥) beziiglich S3(A) ist die Formel B aus £¥(A, F¥). Wir zeigen durch
(EP(A, F¥)-PIND) nach a B(t) .
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Gilt A(|t]), so sei =1, ansonsten = =0. In beiden Féllen erhalten wir

Wz=<|0] [A([t]) <> Bit(z,0) = 1],
da Bit(0,0) =0 und Bit(0,1) =1 ist. Mithin B(0), also ist der Induktionsanfang
gezeigt.
Fiir den Induktionsschritt nehmen wir fiir beliebiges a

B([%a)) )
an. Fiir a =0 folgt daraus schon B(a), also sei a # 0. Dann gibt es wegen (1)
r<(4-|ial =2)+1 mit

V<[ 0l [A(t = (|[3a]| = 2)) ¢ Bit(z,2) = 1] . (2)
Gilt A(|t] = |al|),sosei =2 -2+ 1, sonst T=2-x.Beide Mal erhalten wir
A(Jt] = lal) + Bit(0,7) 3)

da Bit(0,2-2)=0 und Bit(0,2-z+1)=1 ist.
Wir zeigen nun
Vz<la| [A(|t] = (la| = 2)) < Bit(z, %) = 1]
Ist 2=0, so gilt mit (3)
A([t] = (Ja| = 0)) <> A(Jt] = |a|) <> Bit(0,2) =1.
Fiir 0<z<|a| sei Z:= z=1,s0daB z=SZ gilt. Nun wird |a|=S||[{a]| vona>0
impliziert, mithin ist Z <|[[3a]|. Wir beobachten Bit(SZ, &) = Bit(Z, z) , also gilt
A([t] = (laf = 2)) At = (S( L3l ]) = 82))
At = (ILzal| = 2))
Bit(Z,z) =1
Bit(S%,7) =1
Bit(z,Z)=1.
Nun bleibt noch zu zeigen, da} 7 < (4-a = 2) + 1 ist. Nach Voraussetzung ist
r<(4-[3a) =2)+1, also gilt
a=1: 2.2<2.241<2-(4-0=2)+1)+1=>4-1=-2)+1
a>1: 2. 2<2.24+1<2-(4-[3a] =2)+1)+1
<2-((2-a=2)+1)+1=4-a=2)+1.
Mithin erhalten wir B(a), was den Induktionsschritt vollendet.

Durch P-Induktion folgt nun B(t), also die Behauptung. O

T

rTT e
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9.2 Definition der Ubersetzung o: W — BP(A, FV)

durch Induktion nach der Lange der Formel A.

(a) Ist A atomar, so sei A° i= A .

(b) Ist A = Bo(C mit o€ {A,V}, dann definieren wir A° i= B°o (C°.

(c) Hat A die Gestalt Quy<|t| B(xr) mit Q € {V,3} und ist a eine neue Variable,

dann sei

4% 1= Quagslt] (B(@))a ()

(d) Ist A = Q¢ B(¢)) mit Qe {¥,3} und ist o eine neue Variable, dann sei
A° = Qropi<(4-t+ 1) (B(a)a({u < Jt] : Bit(u, zog41) = 1}) .

Fir I'={A;,...,A,} sei I°={A%,...,A°}.

9.3 Lemma

Es gilt

() ~4° = ()

(ii) Seii > 0:
Aesi™  — A e ZP(AFY)
AciV’ = A cIIP(A FY)

(i) Ae ZgV — A° = A

(iv) (A1)" = (Ala))a(t)

(v) (A{u: B(u)}))” = (Al@)a({u: B*(u)})

Punkt (iv) erlaubt uns einfach A°(a) zu schreiben.

Beweis:
durch Induktion nach der Lénge von A. O

Bevor wir uns dem Einbettungssatz zuwenden, miissen wir eine Einsetzung von
2B (A, F¥)-Klassentermen in eine XP(A, F*) Formelmenge T' fiir Sy(.A) beweisen. Da
in Siz(.A) keine Komprehensionsregel zur Verfiigung steht, ist hier ganz wesentlich, dafl
keine Formel aus I' einen zweitstufigen Quantor enthilt, daf also I' € ZP(A, F¥) gilt.
Spéter in der Anwendung im Einbettungssatz betrachten wir Formelmengen aus 3%,
Deren Ubersetzung ist dann eine P (A, F%)-Formelmenge. Also spielt die Einschrinkung
keine Rolle.
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9.4 Lemma
Ist A(a) € ZB(A, F¥) und T C ZP(A, F*) mit BV (I')NBV(A) =0, dann gilt
Sy(A) T = S4(A) FLa(A()).
Beweis:
Zuerst beobachten wir analog zu 4.9 (i), da8 fiir beliebige Formeln F’
(i) FeZPAFY) = FalA()) € ZP(A FY)
(i) F e P(A,FY) = Fa(A()) € IP(A4, F")
gilt. Der Schnitteliminationssatz 4.14 zeigt
Sy(A) T
Nun kénnen wir analog zu 4.10 (i) durch Herleitungsinduktion die Behauptung zeigen,

da in dieser Konstellation nie (V?) oder (3?) angewandt wurde (die Hauptformel des
Schlusses wiire sonst nicht mehr in 3P(A, FY)). O

Da die Ubersetzung ° nur fiir Formeln aus 3% Sinn macht, kénnen wir den Einbet-
tungssatz auch nur fir I' € 3% beweisen.

9.5 Einbettungssatz von Us" in S (A)
Seii>0, I'c ¥ und Ugw* FT', dann gilt SL(A) }-T°.

Beweis:
Mit dem Eliminationssatz 4.14 erhalten wir U;w* |1£ I' fiir ein m < w. Nun zeigen

wir durch Induktion nach m Sh(A) | T°.
(i) Die Axiome von US™" sind in S3(A) beweisbar.

(ii)) War der letzte Schlufl einer von (A), (V), (V<), (3<), so folgt die Behauptung
direkt aus der Induktionsvoraussetzung. Liegt ein (Schnitt) vor, so liefert die
Induktionsvoraussetzung mit —A° = (—A)° das Gewiinschte. Die Induktions-
voraussetzung ist in diesem Fall anwendbar, da durch den Schnittgrad von 1
garantiert ist, daB die Schnittformel auch aus =W ist.

(V?) Da T' € %" vorausgesetzt ist, liege ohne Einschrinkung folgender Schluf
vor:

U3 LR = U5 b DVe F(ol)

mit o ¢ FV (T, V¢ F(¢!)) .

Dann liefert die Induktionsvoraussetzung mit Lemma 9.3 (v)
S5(A) |- T°, (F(a))a (o).

Nun ersetzen wir « durch den Klassenterm {u : Bit(u,a) =1} fiir eine neue
Variable a, die Herleitbarkeit zeigt Lemma 9.4.

Sh(A) - T°, (F() ({u < |t] : Bit(u,a) = 1}).

112



Mithin
SLIA) F T, Va<(4 -t +1) (F(a)y({u < |t] : Bit(u,z) =1}).
(3*) Da nach Voraussetzung I' € X% ist, habe der letzte Schlufl die Gestalt
U3 b 1L F) = U5 | T30 P (o).

Wir schreiben F (o) = F({u<|t|:u € a}) und fassen somit, da (a € a) €
»o™" ist, diesen Schluf als (wEg™ -CA) auf.

(Eil’w*—LIND) Hier liegt fiir a ¢ FV (I', A(0)) , A(a) € Eil’w* der folgende Schlufl

vor
U™ |+ T,-4(a), A(Sa) = U™ |+ T,-4(0), A(Jt]) .
Daraus liefert die Induktionsvoraussetzung mit Lemma 9.3
SL(A) |- I°,—A°(a), A°(Sa) .
Weiterhin beobachten wir mit Lemma 9.3
a¢ FV(T,4°(0)) wund A°(a) € ZP(A4, FV).
Also beweist (ZP(A, F¥)-LIND)
Sh(A) | T°,2A4°(0), A°(lt]) .
(WE(I)’W*-CA) Der interessanteste Fall sieht wie folgt aus:
U3 D F({u <t A} = URY T30 F (o)
mit A€ Etl,’w* . Mit der Induktionsvoraussetzung schlieen wir hieraus
Sh(A) T, (F({u < [t : A(u)}))°
und mit Lemma 9.3 (v) und (iii)
Sy(A) F T FP({u < |t - A(w)}) - (1)
Wir beobachten fiir eine neue Variable b

SL(A) | —=Vz<|t| (A(2) < Bit(z,b) = 1),
E({u <[t - A(u)}), F({u < [t] : Bit(u, b) = 1})
woraus mit (1) und (3<), (V<) folgt:
SLA) F T, 32<(4 -t +1) FP({u < |t| : Bit(u,z) = 1}),
Ve<(4-t+ 1) =Vz<|t] (A(z) <> Bit(z,2) =1).

Da aus A € X5V = ZB(A F¥) offensichtlich A € AP(A, F¥) beziiglich
S3(A) folgt, liefert ein (Schnitt) mit Satz 9.1 das Gewiinschte. O
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Wir mochten nun mit Hilfe der beiden Einbettungssitze 8.5 und 9.5 via der Bussschen
Charakterisierung der Polynomialen Hierarchie 3.7 eine fiir U;W* erlangen. Dazu miissen
wir noch zeigen, daf8 die Sk (A)-Herleitungen von XP-Formeln schon in Sh-Herleitungen
umgewandelt werden kénnen. Dies ist moglich, da in solchen Herleitungen zweitstufige
Variablen ausschlielich als Parametervariablen auftreten und diese sich durch ) ersetzen
lassen.

9.6 Lemma
Fiir T C XP(A, FY), dessen freie Mengenvariablen unter oy, ..., q; auftreten, gilt
Sy T = Sh ().
Beweis:

Der Eliminationssatz 4.14 zeigt Sh(A) F- T fiir ein m < w. Wir zeigen durch
Induktion nach m die Behauptung.

Zu jeder Formel F sei F' i= F 07(@) , wobei die freien Mengenvariablen von F' unter
aq,...,q; auftreten sollen.

(i) Liegt ein Axiom vor, welches « nicht enthélt, so ist nichts zu zeigen, da alle
Axiome von Sh(.A), die keine Mengenvariablen enthalten, schon Axiome von S
sind. In den anderen Féllen folgt die Behauptung schon aus dem Gleichheitsaxiom
t=t.

(ii) War der letzte Schlufl kein (Schnitt), so folgt die Behauptung direkt aus der
Induktionsvoraussetzung.

(iii) Der letzte Schluff war ein (Schnitt):
SL(A) F=T,F und Sh(A) K=T,F = Sy(A) =T

mit my,my < m. Da der Schnittgrad 1 ist, muB XP-rg(F) =0 sein, also auch
F € P(A, F*) . Die Induktionsvoraussetzung produziert

SLET,F und SL}TV,-F
und ein (Schnitt) liefert

SLET. H

114



9.7 Hauptsatz fiir U;W*
Ist i > 0, so gilt folgende Aquivalenz:
Ac AP «— Aistin A}Y beziiglich US™" .

Beweis:
Der Beweis benutzt den aus [Buss 1986] iibernommenen Hauptsatz 3.7:

A€ AP genau dann, wenn A in AP beziiglich S} ist. (1)
,2=" Ist A € AP, dann existieren wegen (1) B,-C € »P mit FV(B,C) C
{ai, ..., &},
S,FB«C (2)
und  A(f) <= B(A) <= C(f) fiiralle 7€ IN*. Sei

P(@) = B, o (U(@), Ular)) €
G(@) = C4,,... o Ula),.... Ula) e ;™

dann gilt fiir alle 7 € IN* mit dem Korrektheitssatz 7.4 der Ubersetzung
F(@) <5 B@) < A@) < CH) < G(®7).

Mit dem Eliminationssatz 4.14 folgt aus (2) S} |+ B < C'. Darauf angewendet
zeigt Satz 8.5 U™ | (B < C)*, also folgt mit dem Einsetzungssatz 6.7

UV L Fea.
Mithin ist A in A" beziiglich U™
L= Ist Ain Ail’w* beziiglich U™, dann gibt es F, ~G € Eil’w* mit FV (F,G) C
{ai, ..., &},
UYL Fo G (3)
und  A(f) <= F(i) <= G(i) firalle € N,

Wieder folgt mit dem Eliminationssatz 4.14 U;W* = F <> G und daraus mit
Satz 9.5 SL(A) |- (F < G)°. Nun sind F°,-G° € £P da F und G keine

Mengenvariablen enthalten, also erhalten wir unter Ausnutzung des vorherigen
Lemmas

L FeoGe.
Nach Konstruktion gilt
F°() < F(n) < A(n) < Gn) <= G°(n)

fiir alle 7 € IN* | also ist A in AP beziiglich SL. Mit (1) erhalten wir A € AP.
O
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Mit diesem Hauptsatz ist das Ziel des zweiten Teils erreicht. Die Funktionen der Polyno-
mialen Hierarchie lassen sich auf diesem Weg nicht in U;W* definieren, denn wir erhalten
mit dem Hauptsatz 3.7 und dem Einbettungssatz 8.5 aus f € O die Existenz einer
Formel A € Eil " und eines Terms ¢ mit

U™ FvaawA@ vy und  f(@) =y < A@FU@)"),

wobei wieder U(y) = {w : Bit(u,y) =1} ist. Um nun auf VZ3Iy<(4-t+ 1) A(Z,U(y))
schlieen zu kénnen, miiiten wir eine Komprehension in der Form

dy<4 -t + 1Vz<|t| (Bit(z,y) =lsze€ alt‘>

in Ugw* beweisen, was sich aber in Abschnitt 14 als unmoglich herausstellen wird.
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Teil C

Eine Methode zum Beweis von Unbeweis-
barkeiten in U%’



10 Ein halbformales System fiir die Beschrinkte
Arithmetik

Zu Anfang dieses Abschnitts definieren wir ein halbformales System und beweisen einen
Schnitteliminationssatz dafiir. Danach zeigen wir, daf§ auf Grund der besonderen Struktur
der £1P_Formeln (sie enthalten nur beschrénkte erststufige Quantoren) einer Formel F
unter ihnen, die ohne freie Individuenvariablen ist, ein endlicher Abschnitt {0,...,tr}
von IN zugeordnet werden kann, der die Giiltigkeit von F' im Standardmodell entscheidet:

NEF < {0,...,tr} EF.

Dadurch lassen sich in solchen Formeln F' Teilformeln der Gestalt Q¢ G(¢) mit Q €
{¥, 3} durch endliche Konjunktionen bzw. Disjunktionen

Q{GM) : M C {0,...,tp}}

ersetzen, wobei ¥V = A und 3 = \ ist. Daher kénnen wir zu solchen 3%P-Formeln
dquivalente E(l)’b—Formeln konstruieren und auf diesem Wege mit der (E(l)’b—CA)—Regel die
(21P_CA)-Regel beweisen.

Insgesamt 148t sich sowohl UY mit seiner (X1P-CA)-Regel in das halbformale System
einbetten als auch nur unter Verwendung priadikativer Methoden die vollstéindige Schnitt-
elimination fiir das halbformale System beweisen.

Die hier verwendeten Methoden im Umgang mit halbformalen Systemen werden in &hn-
licher Form in [Pohlers 1989] vorgestellt. Die Definition der Ordinalzahlen sowie hier ver-
wendete elementare Eigenschaften lese man z. B. in [Pohlers 1989] nach.

P ist die in Abschnitt 1 definierte Menge aller Funktionen, die durch eine Turingmaschine
in polynomialer Zeit berechnet werden. Mit dem Hauptsatz 3.7 sind sie 25’—deﬁnierbar in
S, mithin E(l,’b—deﬁnierbar in UY. Wir gehen ab jetzt fiir den Rest der Arbeit davon aus,
dafl Eil P iiber LE A gebildet ist, also ehemals Eil ’b(P) entspricht.

Das halbformale System verwendet die (E(l)’b—CA)—Regel, also Komprehensionen von
Formeln ohne zweitstufige Quantoren. Um nun hier mit dem klassischen Gentzenschen
Schnitteliminationsverfahren zu einem Ergebnis zu kommen, benotigen wir eine geschick-
te Rangdefinition, die Formeln Q¢ F'(¢) einen groferen Rang zuweist als F'(A(.)) fiir
beliebige Eé’b—Formeln A(a). Aus diesem Grund lassen wir den Rang von F' beim er-
sten zweitstufigen Quantor auf w springen, in den iibrigen Fillen zdhlen wir die Tiefe der
induktiven Definition von F'.
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10.1 Definition des Rangs b-rg: 3P — %2
(a) Ist F' eine Primformel, so sei b-rg(F) := 0.

(b) Ist FF = GoH mit o€ {A,V}, dann sei
b-rg(F') := Max(b-rg(G),b-rg(H)) + 1.

(c) Ist FF = Qu<tG(z) mit Qe {V,3}, dann sei b-rg(F) := b-rg(G(a)) + 1.

(d) Ist F = Q¢G(¢) mit Qe {V,3}, dann sei
b-rg(F) := Max(w, b-rg(G(a)) +1).

Durch die geschickte Verwendung von w in der obigen Rangdefinition erreichen wir die
Abgeschlossenheit des Rangs oberhalb von w gegen Substitution von E(l)’b—Klassentermen.

10.2 Lemma

Sei A(a) € E(l)’b mit einziger freien Individuenvariablen ¢ und F(a) € £1P | dann
gilt fiir alle p>w

b-rg(F) <p = brg(F(A())) <p.
Beweis:

Wir zeigen die Behauptung simultan fiir beliebiges p > w durch Induktion nach
der Lénge von F. Sei F' i= F(A()).

(i) F ist eine Primformel. Da der Rang erststufiger Formeln kleiner als w ist, er-
halten wir b-rg(F({u: A(u)})) <w <p.

(ii) Ist ¥ = GoH mit o€ {A,V},dannist b-rg(F) = Max(b-rg(G),b-rg(H))+
1.Ist b-rg(F) < w, so auch b-rg(G) und b-rg(H). Damit liefert die Induktions-
voraussetzung b-rg(G’), b-rg(H') < w, mithin

b-rg(F') = Max(b-rg(G’),b-rg(H')) + 1 <w < p.

Ist b-rg(F) > w, dann folgt aus b-rg(G),b-rg(H) < b-rg(F) mit der Induk-
tionsvoraussetzung b-rg(G’),b-rg(H') < b-rg(F) , also

b-rg(F") = Max(b-rg(G’),b-rg(H')) + 1 < b-rg(F)+1<p.

(iii) Ist F = Qu<tG(x) mit Q € {V,3}, dann ist b-rg(F) = b-rg(G(a)) + 1.
Wie unter (ii) folgt aus b-rg(F) < w schon b-rg(F') < w < p und aus
b-rg(F) > w mit b-rg(G) < b-rg(F) und der Induktionsvoraussetzung

b-rg(F") = b-rg(G') + 1 < b-rg(F)+1<p.

(iv) Ist F = Q¢G(¢) mit Q € {V,3}, dann ist p > w wegen b-rg(F) =
Max(w, b-rg(G(a)) +1) > w. Ist b-rg(G’) < w, so gilt

b-rg(F") = Max(w, b-rg(G') + 1) =w < p.
Im anderen Fall liefert die Induktionsvoraussetzung aus b-rg(G) < b-rg(F)
b-rg(F’) = b-rg(G') + 1 < b-rg(F)+1 < p. O
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Im halbformalen System ist die Struktur der natiirlichen Zahlen in den erststufigen Be-
reich hineindefiniert. Es werden daher nur Formelmengen ohne freie Individuenvariablen
hergeleitet. Eine Induktionsregel ist dann iiberfliissig, jede einzelne Anwendung wird durch
endlich viele Schnitte ersetzt.

Wir betrachten in dem halbformalen System nur £1P-Formeln, daher verwenden wir auch
nur beschréankte (V)-Schliisse. Also existiert keine volle w-Regel, die Herleitungsbaume sind
immer nur endlich verzweigt, insbesondere auch bei der Einbettung der Induktionsregel
aus dem formalen System. Dies hat zur Folge, dal wir hier im Gegensatz zur Schnitteli-
mination fiir die Peano Arithmetik immer mit endlichen Herleitungsléngen auskommen.
Die Menge M in der anschlieBenden Definition von M Ipﬂ I' dient zur Kontrolle von
zusitzlichen Regeln, die spéter bei den Anwendungen angegeben werden. Die hier vorge-
stellte Version des halbformalen Systems wird von M nicht beeinflufit. Die Gréflen m und
p sind wie iiblich obere Schranken fiir die Tiefe des Herleitungsbaumes sowie fiir die Rénge
der in der Herleitung verwendeten Schnittformeln, wobei p eine echte obere Schranke ist.
Fiir jede natiirliche Zahl i sei ¢ der Term S...S0 . Wir identifizieren in der Folge haufig

i-mal

i mit 7 sowie ¢ mit tN. Es wird an den entsprechenden Stellen immer klar sein, ob die
natiirliche Zahl oder ihr repréisentierender Term bzw. der Term oder seine Auswertung
gemeint sind.

10.3 Induktive Definition von M Ipﬂ r

fir M CenIN, m<w, p<w-2 und T € P ohne freie Individuenvariablen.

(a) Ist (sN,tN) e PN fiir P e {=,+#,<, £}, so gelte Mlpﬂf, (Pst) .
(b) Ist sN =N so gelte MlpﬁF,SEQ,tga.

Schliisse:

(A) MIﬂFA firi=0undi=1 =— MIPEF,AO/\Al

(V) MI—FA firi=0oderi=1 — MlpﬂF,Al\/Ag

(V<) M =T, F(i) firalle i <tN = M =T, Vas<t F(x)

(3<) M T, F() firein i <N = M [T, ot F(x)

(V2) Ml—'r,F(a) ud o ¢ FV(DV6F(¢) = M F-T,VoF(g)
(3) MI—F F(a) = ME-T,3¢F(¢)

(ZgP-cA) MI—FF (A(.)) mit A(a) € 2g° = M E-T,39F(9)
(

Schnitt) M T, F, M - T,=F und brg(F)<p = MpE-T
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fir m>m’', m>mg,m; bzw. m>my,...,mu~ . Wie iiblich schreiben wir
M |7 I' <= esexistiert ein m <w mit M Ipﬂ r

MFT <= esexistiert ein p<w-2 mit M |7 r
FT <=  esexistiertein M Cg IN mit M }T

Die Begriffe Hauptformel eines Axioms oder einer Regel werden hier wie gehabt
benutzt.

In dem halbformalen System 148t sich die Komprehension nicht als Axiom formulieren,
da sprachlich keine unbeschrinkten erststufigen Quantoren zugelassen sind.

Wir beobachten, daf§ Strukturschliisse erlaubt sind sowie Terme durch gleichwertige er-
setzt werden konnen. Die Beweise erfolgen jeweils durch Herleitungsinduktion.

10.4 Lemma
MFP-T und Mc M, TCl', m<m', p<p = M 51" 0

10.5 Gleichheitslemma
Ist sN=¢N und gilt M E-T,F(s), dann gilt auch M =T, F(t) . m

Fiir das Einsetzungslemma nutzen wir die oben bewiesene Abgeschlossenheit der Rang-
definition unter Substitution von ch)’b-Klassentermen oberhalb von w aus.

10.6 Einsetzungslemma
Gilt M Ipﬂ I' fir p>w undist A(a) € E(l)’b mit einziger freien Variablen a, so
folgt M | To(A()

Beweis durch Induktion nach m:

Dies geht analog zum Einsetzungslemma 4.10 (i) unter Ausnutzung von Lemma
10.2. a

10.7 Inversionslemma
(i) M Ipﬂ I', F und F ist eine unwahre Primformel — M Ipﬁ I.
(i) M E-T,AgAN A = M E-T,A4; firi=0undi=1
(i) M Ipﬂ IWe<tF(z) = M Ipﬂ [, F(s) fiir Terme s mit sN <N,

(iv) M E-T,Y¢F(¢) = M =T, F(a) fiir a beliebig.

Beweis durch Induktion nach m:
(i) Eine unwahre Primformel kann nie Hauptformel eines Axioms gewesen sein.
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(ii) - (iv) Diese Punkte werden wie im Inversionslemma 4.12 bewiesen, wobei in (iii)
noch das Gleichheitslemma 10.5 eingeht. O

Zur Erinnerung ist eine Formel F' vom V-Typ, wenn sie eine negative Primformel oder

von der Gestalt (AV B), (Jx Aqg(x)), (Jz<t Ag(x)) oder (¢ Aa(p)) ist.

10.8 Reduktionslemma
Ist F' vom V-Typ mit b-rg(F) = p, dann gilt
M |pﬂr,F und M |7A,ﬁF — M |7P,A.

Beweis durch Induktion nach m:
Ist I', F ein Axiom und F nicht die Hauptformel, so ist mit I" auch I', A ein Axiom.
Ist F' eine Hauptformel des Axioms, so werden folgende Félle unterschieden:

(i) F ist eine wahre Primformel, dann folgt mit dem Lemma 10.7 (i) M |7 A
und mit einem Strukturschlufl 10.4 M |7 A

(ii) Ist F = s¢ a, dann muB es ein ¢t mit sN =N und (t€a) €T geben, da
nur ein Axiom der Gestalt (b) vorliegen kann. Das Gleichheitslemma 10.5 zeigt
M |7 At € a, und mit einem Strukturschlufl 10.4 folgt M |7 IA.

Sei also I', F' kein Axiom und (S) ein letzter Schluff. War F' nicht die Hauptformel
von (S), so wenden wir die Induktionsvoraussetzung auf die Prémissen von (S) an
und fiihren anschlieflend wieder (S) aus, analog zum Reduktionslemma 4.13.

Ubrig bleiben die Fille, in denen F' Hauptformel von (S) und vom V-Typ ist.

(V) Ist FF = AV B, dann folgt die Behauptung aus der Induktionsvoraussetzung
durch einen (Schnitt) der Préamisse mit der Inversion der zweiten Voraussetzung
10.7 (ii).

(3<) Ist F = Jz<tG(z), dann hat die Préamisse von (S) fiir ein m’ < m und ein
sN <N die Gestalt

M Ipi I, Jz<t G(x),G(s) .
Also liefert die Induktionsvoraussetzung
M |7 I, A, G(s).

Hieraus folgt die Behauptung durch einen (Schnitt) mit der Inversion der zweiten
Voraussetzung 10.7 (iii).

32) Dieser SchluB 148t sich als El’b—CA auffassen.
( 0

(2(1)’b—CA) Ist FF = 3¢ G(¢), dann hat die Pramisse von (S) fiir ein m’ < m und
Afa) € Z(l)’b mit A(0) erststufig geschlossen die Gestalt

M ™ T, 36 G(¢), G(A() -
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Daraus liefert die Induktionsvoraussetzung
M | T, A, G(A()) - (1)

Das Inversionslemma 10.7 (iv) zusammen mit dem Einsetzungslemma 10.6 und
der Beobachtung p = b-rg(3¢ G(¢)) > w produzieren

M | T, A, ~G(A()) .- (2)

Aus b-rg(G(a)) < p folgt mit Lemma 10.2 b-rg(G(A(.))) < p und darum
durch einen Schnitt von (1) und (2)

MITF,A. O

Die spéter bei den Anwendungen hinzuzufiigenden Axiome und Regeln haben allesamt die
Eigenschaft, daf§ deren Hauptformeln die Gestalt s€ « fiir spezielle Terme s haben und
somit nicht vom V-Typ sind. Da aulerdem die neuen Axiome und Regeln so formuliert sein
werden, dal das Gleichheitslemma 10.5 wieder gilt, 1&8t sich dann das Reduktionslemma
wortwortlich iibernehmen.

Das auf den ersten Blick verbliiffende an dem nachstehenden Eliminationssatz ist, daf}
die Herleitungslange endlich bleibt, obwohl der Schnittrang gréfler als w sein kann. Die
Begriindung dafiir ist die, dafl ein Herleitungsbaum aufgrund der ausschliellichen Ver-
wendung der beschrinkten w-Regel an jedem Knoten nur endlich verzweigt und darum
insgesamt nur endlich viele Knoten und damit auch Schnitte enthélt. Insbesondere 1483t
sich bei einer solchen Herleitung mit Schnittrang w ein maximaler endlicher Schnittrang
ablesen, wohingegen bei endlichen Herleitungen mit unbeschrankter w-Regel das Supre-
mum aller Schnittrdnge w sein kann.

10.9 Eliminationssatz
MlpﬁF — MI%F flirein n<w.

Beweis durch Hauptinduktion nach p und Nebeninduktion nach m:
Ist I" ein Axiom, so ist nichts zu zeigen. Sei also I' kein Axiom und (S) ein letzter
SchluB. Ist (S) kein (Schnitt), so folgt die Behauptung direkt aus der Nebeninduk-
tionsvoraussetzung mit demselben Schlufl (S). Bleibt also noch der Fall
(Schnitt) M l% IF und M l% I-F = M lpﬂ r

mit mg,m; <m und p’ = b-rg(F) < p. Nun liefert die Nebeninduktionsvoraus-
setzung

Ml T, F und M T,~F.

Hieraus folgt mit einem Strukturschluff 10.4 und dem Reduktionslemma 10.8

MIFF.

Mit der Hauptinduktionsvoraussetzung folgt nun die Behauptung. a
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Wir zeigen nun, dafl im halbformalen System (El’b—CA) als Regel beweisbar ist. Die Idee
dabei ist, die Tatsache, daB alle erststufigen Quantoren der Formeln in X1 beschrinkt
sind, in der Form auszunutzen, daB wir zu einer Formel F € 1P cinen Term tp
angeben, der den Abschnitt {0,...,tr} definiert, auf dem F' lebt:

NEF <« {0,...,tp} EF.

Dadurch erreichen wir eine Beschrankung der zweitstufigen Quantoren von auflen; sie
laufen also nicht mehr {iber die gesamte Potenzmenge P(IN), sondern nur noch iiber
die endliche Menge P({0,...,tr}). Deshalb konnen sie im halbformalen System durch
endliche Disjunktionen bzw. Konjunktionen ersetzt werden.

Wir benutzen die Funktion o aus 3.12, die zu einem Term eine Majorante liefert.

10.10 Definition

Fir F e X' mit FV(F)={b,5} und m e N definieren wir Terme ¢z und
Beschrankungen F™, so dafl FV (tp) = {b} und FV(F™)={b,B} ist.

(a) Ist F = (Pst) fur P € {=,%#,<,£},s0sel tp i= s+t und F™ i=
F.

(b) Ist FF = s€f oder F = s¢[3,s0sel tp i=s und F™ = F.

(c) Fir FF = GoH mit o€ {A,V} sei tp i= tg+ty und F™ i= G™oH™.

(d) Fir FF = Qe<sG(x) mit Q € {V,3},sei tp i= oltgwlal(s) und F™ =
Qr<s G™(x) .

(e) Ist F = QoG(¢) mit Q € {V,3}, so sei tp i=tga und F™:
QpG™(¢™) .

10.11 Lemma

Sei F(g, 5) e P mit FV(F) D {by,...,b,B1,..., 0]} ohne weitere freie In-
dividuenvariablen. Dann gilt fir A, (a),..., A;(a) € 3L in denen hochstens die
freie Individuenvariable a auftritt:

(i) Vi € N*Vm > tp(i) I—Fgﬁ(ﬁ,Al(.),...,Al(.)) &
Fg,g(ﬁ, {fu<m: A}, {u<m: A}
(ii) Vit € N*Vm > tp(ii) | Fy(it) <> Fbrﬂ(ﬁ) .
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Beweis durch Induktion nach der Lange von F"
Da —F™ = (=F)™ ist, geniigt es, sich auf die Fille, dal F' vom V-Typ ist, zu
beschréanken, d. h., daf§ F' eine negative Primformel ist oder eine der folgenden
Gestalten hat: G V H,3Jz<t G(x),3¢p G(¢) . Die anderen folgen dann durch Nega-

tion.

(i) Es ergeben sich alle Félle bis auf die folgenden sofort aus der Induktionsvor-
aussetzung. Abkiirzend schreiben wir

und

(a)

Fi= Fy 5 A0, Al)

F' = Fy g(ﬁ, {u<m: AW}, {u<m: Au)}).
Sei F' eine Primformel. Dann ist nur etwas zu zeigen, falls 5; € FV (F)
ist. Ohne Einschrankung sei i=1,also F' = s¢f;.Fir m>tp(n)=s(n)
gilt
Fs(@) <m.
Es ist
F' = =A(s(n))

—~
—_
~—

und
F" = s(i) £m Vv —A;(s(77)) .
Mit (1) gilt | F' < F".
Sei F = Jx<sG(x). Hierist tp = oltgla(s) und fir 7€ N
F' = FJx<s(n) G(x, ,A1(.), ... ,Al(.))
F" = Fu<s(i) Ga i {u<m: A(w)}, . {u<m: A(u)}).
Dann gilt nach Induktionsvoraussetzung
Vi€ NVm > toe (1) b G(L,A),... A()) &
G(l,ﬁ, {u<m: Ai(u)},....{fusm: Al(u)}> :
Wir beobachten fiir m > tp(7)
1<s(fl) = taw(ii,1) < oltowlf, o7 5(7) <m,

daher folgt aus der Induktionsvoraussetzung
[<s(i) = FG(La,A(),... A()) &
G(l,ﬁ, {u<m:Ai(uw)},....{fusm: Al(u)}) :
Also erhalten wir dann im halbformalen System
F' ¢ fiiein 1<s(ii) gilt G(Lii, Ai(),..., Ai())
@ fiir ein 1 < s(i) gilt
G’(l,ﬁ, {u<m: Aj(w)},....{fusm: Al(u)}>
<~ F".
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(ii) Der einzige Fall, der nicht direkt aus der Induktionsvoraussetzung folgt, ist
F = 3¢9G(¢). Dann ist tp = tgr) und

F™ = 366" (¢") = 3G ({u<m: ued}).

Mit der Induktionsvoraussetzung gilt fiir m >tg(77) im halbformalen System
G(i, a) ¢ G (i, a) & @™ (i, a™)

also folgt
- 36 G, ¢) <> 3 G™ (1, ¢™) . -

Den Vorteil, den wir durch diese Beschrankungen F fiir natiirliche Zahlen m und Formeln
F € 3P erhalten, ist der, dafl wir nun zu F™ Aquivalente E(l)’b—Formeln konstruieren
konnen.

10.12 Definition
Zu M Cgy IN sei M folgender Eé’b—Klassenterm

M={u:0#£0Vv \/ (u=1)}.

ieEM
Zu F € 1P definieren wir Formeln F™ fiir Primformeln als Identitit und in
den {iibrigen Féllen homomorph bis auf

F = Y9G(¢) = Fmi= NG (M): McC{0,...,m}}
F = 3¢G(¢) = Fmi= V{G"(M): M C{0,...,m}}.

10.13 Lemma

Ist FeX und me N, sogilt F7e g, O
10.14 Satz

Fir F e XYP mit den freien Individuenvariablen by, ... b, gilt

vii,m € IN*! - F™(7) < F™ (i) .
Beweis durch Induktion nach der Lénge von F":
Da <—|W) = (=F)™ ist, konnen wir uns auf F' vom V-Typ beschrinken, denn
sonst erhalten wir die Behauptung durch Negation aus dem schon Gezeigten. Alle
iibriggebliebenen Félle bis auf den nachstehenden folgen direkt aus der Induktions-

voraussetzung.

Ist FF = 30G(¢),s0ist F™ = Fo G™(¢™) . Um nun die Behauptung zu zeigen,
seien 7, m € IN¥*1  Die Induktionsvoraussetzung liefert

- G™(8,7) < G™(B, 7). (1)
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Im weiteren unterdriicken wir 77, um die Ubersicht ein wenig zu erhéhen. Es bleiben
zwei Richtungen zu zeigen.

p ¢ Fur M c {0,...,m} folgt aus (1) mit dem Einsetzungslemma 10.6, da
Me E(l,’b ist,

F =Gm(M),G™(M).

Nun gilt fiir alle ¢
FieMei<mAnie M,

mithin erhalten wir
F-Gm(M),G™"({u<m:ue M}).

Die Anwendung von (Ecl)’b-CA) als Regel liefert
- =G™(M), 36 G™(¢™)

fir alle M C {0,...,m}. Dann produzieren endlich viele (A)-Anwendungen
F A{=Gm (M) s M cH{o,... m}}, 30 Gm(6™),

mithin | F™(7) — F™(i).

,— Sei [a=M]"™ die Formel Va<m (r € a > x€ M). Dann lift sich analog

zu 4.11 (i) fiir beliebige ¥VP-Formeln H(3) und M C {0,...,m} durch
Induktion nach der Lénge von H

- —lo= M= S H(a™), HM)
zeigen. Fiir H(f) = G™(P) folgt hieraus mit einigen (V)-Schliissen
o= MITL =G (0m™), \ {GMN) < N {0, m}}
fir beliebige M C {0,...,m} . Es bleibt uns also noch
F{lo=M""" M {0,...,m}} (2)
zu zeigen, denn dann folgt aus Obigem mit endlich vielen Schnitten
- =G™(a™), .
Durch einen (V?)-Schlufl erhalten wir dann
Yo -G™ (™), F™,
mithin | F™ (i) — F™(i).

Wir beweisen (2) durch Induktion nach m. Vorher iiberlegen wir uns den fiir
den Induktionsschritt bendtigten Zusammenhang

F—la =N [a =N Ja = N U {m}] ™ (3)
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fir N C {0,...,m — 1} . Wir erhalten dies aus dem Axiom m ¢ a,m € «
sowie aus den Tatsachen m ¢ N' und m € N U {m}, woraus F m ¢ N
und FmeNU{m} folgt. Fir m=0 zeigt (3)

F = =07 [a =0, [a = {0}]"".

Da | [a=0]<0 gilt, folgt der Induktionsanfang durch einen Schnitt. Im
Induktionsschritt liefert die Induktionsvoraussetzung

F{la=M"" M {0,....m}}.
Durch endlich viele Schnitte mit (3) fiir alle N C {0,...,m} erhalten wir
F{lo=M""2: M {0,...,m}},
{[a:Mu{m+1}]<m+2 ‘M C {o,...,m}},
oder umgeschrieben
F{la=M""2: MC{0,....,m+1}},
mithin die Behauptung (2). O
Der im letzten Beweis gezeigte Zusammenhang (2) 148t sich auch zur Begriindung eines

Vollsténdigkeitssatzes fiir das halbformale System heranziehen. Ist F € 3P ohne freie
Individuenvariablen, so gilt:

P = (NPIN)EF
22 ({0,...,tr}, PHO, ..., tr}) EF.
,=—" Diese Richtung ist der Korrektheitssatz.
,<=“ Aus (N,P(N)) F folgt ({0,...,tr},P({0,...,tp})) EF mit der zweiten

Aquivalenz. Die Menge P({0,...,tp}) ist endlich, mithin abzihlbar, also kann man
hier die Methode der Quasideduktionsbdume anwenden (siehe [Pohlers 1989] §5).

Dabei wird ein ausgezeichneter Redex V¢ G(¢) durch die Formeln G(M) fiir alle
M e PH{O0,...,tr}) ersetzt. Beim Beweis des syntaktischen Hauptlemmas geht dann

(2) ein, um von

A{GR) : M e PHO,....txh)

auf V¢ G(¢) zu schliefen.

Bis hierhin kénnen wir noch alles in dhnlicher Form in formalen Systemen der Beschrénk-
ten Arithmetik beweisen. Die entscheidenden Schritte zum Beweis der groffen Kompre-
hensionsregel (£1P-CA) ist, fir F(A(.)) € 1P eine natiirliche Zahl m zu finden, so
daB

- F(A()) < F(A™())
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gilt. Dies ist in halbformalen Systemen méglich, da nur Formelmengen, die keine freien
Individuenvariablen enthalten, hergeleitet werden. Also ist dieser Schritt in einem forma-
len System nur dann durchfithrbar, wenn der Klassenterm und die Formeln, in denen er
auftritt, keine freien Individuenvariablen enthalten.

10.15 Satz

Das halbformale System beweist (31P-CA). Genauer gilt fir F(a), A(a) € 24P
mit F(A(.)) ohne freie Individuenvariablen

- 2F(A(.)), 3¢ F(9) .
Beweis:
Sei m = o[ta]a(tr). Mit Lemma 10.11 (ii) gilt

Vn e INVI>ta(n) F A(n) < Al(n).
Fir n<tp zeigt Lemma 3.12 t4(n) < o[ta]a(tr) = m, also folgt
Vn<tr F A(n) < A™(n)
und mit Satz 10.14
Vn<try F An) < Am(n).
Durch Induktion nach der Lénge von F' erhalten wir daraus
FF({u<tr: AW)}), F({u<tp: A"(w)}).
Hierauf zweimal Lemma 10.11 (i) angewandt liefert
=~ F(A(), F(A™().

Da mit Lemma 10.13 A™ ¢ 2(1),b ist, folgt mit (2(1)’b—CA) die Behauptung. O

In den letzten vier Abschnitten nutzen wir Erweiterungen dieses halbformalen Systems

aus, um zu zeigen, dafl bestimmte Versionen des vollen Induktionsaxioms, des kleinen

Fermatschen Satzes, des Wilsonschen Satzes sowie einer erststufigen Komprehension in
3 nicht beweisbar sind.
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11 Das volle Induktionsaxiom

Wir zeigen, dal das volle Induktionsaxiom nicht in UY herleitbar ist. Dies ist in U3
beweisbar, da in [Buss 1986] 9.5 Satz 15 gezeigt wird, daB sogar U3 |- (Ai’b—IND) gilt.

11.1 Satz

Uy H0caAVr(r€a— Sz €a)—cca fiir eine freie Variable c.

Der Beweis vollzieht sich in mehreren Schritten. Zuerst definieren wir ein neues Fragment
I, in dem « wie ein Préadikatszeichen und ¢ wie eine Konstante behandelt werden, die nie
Eigenvariable eines Schlusses sein diirfen und auch nicht zu den freien Variablen gezéhlt
werden.

I entsteht aus Uy durch Hinzufiigen des Axioms
e

und des Schlusses (a-Schritt):
INsea = I,Ss€a

fiir beliebige Terme s. Dabei heiflt s der Hauptterm dieses Schlusses.
Diese zusétzlichen Axiome und Regeln sind so angelegt, dafl sie die Priamisse des Induk-
tionsaxioms beweisen.

11.2 Lemma
IFOcaAVz(z€a—Srca). O
Sei I —rg := Uy —rg. Analog zum Eliminationssatz 4.13 148t sich auch hier zeigen:

11.3 Lemma
IF“T = IRT. O

Die Idee zur Nichtbeweisbarkeit des Induktionsaxioms ist die folgende. Angenommen, es
ware herleitbar, dann folgt in I unter Ausnutzung der zusétzlichen Axiome und Regeln
IFcea und damit I |—1— c € a. Mit Hilfe der neuen Regel (a-Schritt) gelangen wir wie
folgt zu einem einfachen Komplexitdtsmafl des Beweises.

Bei der Einbettung einer formalen Herleitung in ein halbformales System werden bei
einem Schluff mit Variablenbedingung an eine FEigenvariable b in die Teilherleitung zu
diesem Schlufl beliebige natiirliche Zahlen fiir b eingesetzt. Nun haben wir den Vorteil,
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daB in I}*c € a solch ein SchluB nur eine Anwendung von (V<) oder (X1W-LIND)
gewesen sein kann, daher liefert uns der Hauptterm des Schlusses eine obere Schranke fiir
die in die Teilherleitung einzusetzenden natiirlichen Zahlen. Damit lassen sich bis auf die
Parametervariablen alle wesentlichen freien Variablen von Haupttermen beschranken. In
Abhéngigkeit der Parametervariablen ¢ geben wir dann den Speicher dieses Beweises an,
der den Bereich der Hauptterme umfafit. Die Méchtigkeit dieses Speichers ist ein Maf fiir
die Anzahl der Hauptterme. Wir werden feststellen, dafl es ein Polynom p(c) gibt, so dafl
die Méchtigkeit des Speichers fiir ¢ =n durch p(|n|) beschrankt ist.

Zum Widerspruch kommen wir, indem wir fiir jedes n den Beweis von n € a in ein
halbformales System iibersetzen. Dort treten keine freien Individuenvariablen mehr auf,
deshalb kénnen wir beim Einbetten die Induktionsregel eliminieren. In dem halbformalen
System lafit sich vollstdndige Schnittelimination beweisen. Wir erhalten eine schnittfreie
Herleitung von n€a, die aber nur mit mindestens n (a-Schritt) Anwendungen moglich ist.
Also betriigt die Anzahl der Hauptterme mindestens n ~ 2", Dies steht fiir hinreichend
grofles n im Gegensatz zu der obigen Festellung.

Um nun in dem Widerspruchsbeweis fortzufahren, miissen wir die fiir die Definition des
Speichers benotigten Informationen aus einer formalen Herleitung von 1 |1i ceEa ge-

winnen. Dazu zeichnen wir in der Menge aller moglichen Herleitungen von 1 |1£ cEx

spezielle aus, indem wir zu Normalherleitungen mit Schranken %'1& I' fiir gewisse I;, t
und S iibergehen. Die hier angestrebte Normalform entspricht der ,normale Beweise mit
Schranken® aus [Takeuti 1991] und der ,freie Variablennormalform® aus [Takeuti 1987].

In Bezug auf eine feste Herleitung bedeute %ihﬂ r:
— m und ist eine obere Schranken der Herleitungslénge.

— Die 1 besagt, daf§ alle Schnittformeln den Rang Null haben (also durch 1 beschrénkt
werden). Dies gilt schon fiir alle Herleitungen mit I |1£ ceEQ.

— T ist eine endliche Menge von XVW-Formeln.

— 7Zu b; gibt es in der Herleitung genau einen Schlufl mit einer Variablenbedingung, wo b;
Eigenvariable ist, dem sogenannten Eliminationsschluf$ von b;. Der Eliminationsschlufl
muf also eine Anwendung von (V<) oder (X1W-LIND) sein.

Mithin miissen die Eigenvariablen b paarweise verschieden sein, was sich in der Varia-
blenbedingung E1) in der nachstehenden Definition wiederspiegelt.

— Alle im Beweis auftretenden freien Variablen sind entweder Parametervariablen (d. h.
treten in der Endformelmenge I' auf) oder Eliminationsvariablen und diese beiden
Gruppen sind disjunkt, was spéter in den Variablenbedingungen E2) bis E4) ausgenutzt
wird (c z&hlt nicht zu den freien Variablen und kann daher immer auftreten).
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— Die Eliminationsvariablen sind beziiglich ihres Auftretens in der Herleitung von oben
nach unten geordnet, d. h. tritt b; in der Teilherleitung, die zum Eliminationsschluf
von b; fithrt, auf, soist 7 < j.

— Jedem b; ist der Term t; zugeordnet. Dabei muf |¢;| der Hauptterm des Eliminations-
schlusses von b; sein. Das geht in dieser Form, da diese Terme in den entsprechenden
Schliissen alle scharf beschréankt sind. Es liegt also eine der folgenden Situationen vor:

A, —A(b:), A(Sb:)
A, _'A(0)>A(‘ti’)

mit b; ¢ FV (A, A([t:]))

oder

Ab £ [t Alb)
A Va<|t;| A(x)

mit b; ¢ FV (A, Va<|t;| A(z)) .

Mit dem vorherigen Punkt beziiglich der Anordnung der Eigenvariablen erhalten wir
in beiden Féllen

bi,...,b; € FV (t;) ,

wodurch die nachfolgende Variablenbedingung E3) begriindet ist.

— Die Hauptterme der (a-Schritt)-Anwendungen werden in S notiert.

11.4 Definition

Seien V eine endliche Menge von freien Variablen, k,[,m < w, by,... by freie
Variablen ungleich ¢ und t,...,t, s1,...,5 Terme, S = {s,...,s}. Die Varia-
blenbedingung (E)[b; t; S; V] ist genau dann erfiillt, wenn

El) b, # b, fir 4,5 €{1,...,k}, i#]

E2) VNi{by,...,bp} =10

E3) FV (t;) C {biy1,...,0, UV fiir 1<i<k
E4) FV(S) C {by,...,by} UV

gilt. Sei T' Cgy BV . Wir schreiben abkiirzend (E) fiir (E)[b; # S; FV (I')]. Die
Normalherleitung mit Schranken %ihﬂ I' sei induktiv definiert durch:

(a) Ist I' ein Axiom von I, so gelte fiir m <w beliebig J@—Ilﬁ I'. (E) ist trivialer-
weise erfiillt.

(b) Gilt LA st A = T ein (V), (32), (¥2), (3%) oder (S1¥-CA)-Schluf
und ist FVi(A) = FVy (I'), so gelte ig,ihﬂ I' fur m>m', falls (E) erfiillt

1st.

132



(c) Gelten Mst—ﬂ% VA, fir i =0,1, so gelte %_Sfyu|;(>l_h|1ﬁ I'VAo A Ay fidr

m > mg, my , falls (E) erfillt ist.

(d) Gelten b—%%% I'F und b—}%% I',=F, sind die freien Individuenvaria-
blen von F in FV (I") enthalten, damit die in der Herleitung auftretenden frei-

en Individuenvariablen allesamt entweder Eigenvariable oder Parametervariable
B Bl {0, {1 m

sind, und ist F € ¥b% vom V-Typ, so gelte O—SotlJTII_ I' fiir m>mg, mq,
falls (E) erfiillt ist.

() LT b ¢ |, F(0) = ZUEY™ D vaclt| F(x) fir m > m/, falls
b¢ FV(I',Va<|t| F(x)) und (E) erfullt ist.

(£) LG p ~Fp), F(Sh) = ZUEYp Sp(0), F(H) fie m > m!, falls
b¢ FV (T, F(|t|)) und (E) erfiillt ist.

(g) iéqll/ I''sea = S—tlfs—}hﬂ [''Ssea fir m>m, falls (E) erfullt ist.

Die Definition zeigt, dal aus %i'lﬁ ' die Variablenbedingung (E)[b; #: S; FV (I')] folgt.

Die Verbindung zwischen I und der Normalherleitung mit Schranken stellt der Satz 11.7
her. Dazu werden zuerst zwei technische Lemmata formuliert. Sie bilden den Kern fiir die
Erfiillung der Variablenbedingung in dem Satz.

11.5 Lemma
Sei a¢b und u ein Term mit FV (u) Nb =0, dann gilt
gsfl I = bsfiff) H- Ta(u) .
Beweis durch Induktion nach m: .
Wir begriinden, da8 aus (E’) := (E)[b; £; S; FV (I')] mit der Voraussetzung FV (u)N
b= die Giiltigkeit von (E) = (E)[b; ta(u); Sq(u); FV (T'q(u))] folgt.
Die Eigenschaft E1) b; # b, fiir 4,j € {1,...,k}, i+ j, wird von der Ersetzung

nicht betroffen, da nach Voraussetzung schon _a §él; gilt. Dies nutzen wir auch aus,
um mit der zweiten Voraussetzung FV (u) Nb=( E2) zu zeigen:

FV (Tg(u))nbc (FV(T)Nb)yU (FV (u)Nb)=0.
Fiir E3) nutzen wir E’3) aus:
FV (t; q(w)) C (FV (t;) /{a}) UFV (1) C {bis1,...,bp} UFV (g (u))
und fiir E4) die Eigenschaft E'4):
FV (Sq(u)) € (FV(S) /{a}) UFV (u) C bUFV (Tg(u)) . m
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11.6 Lemma

Fir a¢ bUFV(D) und be {by,... by} gilt

Himp o BlOB@m 1
Beweis durch Induktion nach m: L
Esgibtein i€ {1,...,k} mit b=0;. Dann liefert uns (E’) := (E)[b; ¢; S; FV (I')]
bp(a) = biyeoybig,a,bign, ..., by 0
fb(a) = tipla),... . tic1pla), tiy. .. tr,
denn fiir j > ¢ gilt mit E’3) FV(¢;) C {bjs1,....bx} UFV(I') und mit_‘E’Q)
b {bjy1,..., by UFV(L), mithin b ¢ FV (¢;). Wir zeigen nun (E) = (E)[by(a);
ty(a); Sy(a); FV (D).
El) folgt aus der Voraussetzung a ¢ b und E2) aus a ¢ FV (I).

Um E3) zu zeigen, nutzen wir (1) und E’3) aus. Wir unterscheiden zwei Félle. Fir
1<j<i ist
FV (tjb(a)) C {bjs1,- . biz1,a, iy, ... b} UFV (D)
und fiir 1 <7<k
FV (tjp(@)) € {bj, ... b} UFV(T) .
SchlieBlich erhalten wir E4) aus E’4):
FV (Sp(a)) € {br, - b1, @by, b} UFV(T) 0

Aus einer fest gewéhlten Herleitung von I |1i I' 148t sich immer eine Normalherleitung
mit Schranken konstruieren. Dazu nennen wir die Eigenvariablen so um, daf} sie jeweils
von allen anderen in der Herleitung auftretenden Variablen verschieden sind. Dies ist
moglich, da die Eigenvariablen in ihren Eliminationsschliissen einer geeigneten Variablen-
bedingung unterliegen. Nun ersetzen wir alle Individuenvariablen (zu denen ¢ nicht z&hlt),
die durch einen Schluf} eliminiert werden (d. h. sie treten in der Konklusion nicht mehr
auf) ohne dort Eigenvariable zu sein, durch Null. Jetzt brauchen wir nur noch die Eigen-
variablen b und deren zugeordneten Hauptterme ¢ sowie alle Hauptterme von (c-Schritt)-
Anwendungen S notieren und erhalten so eine Normalherleitung mit Schranken und der

Eigenschaft (E)[b; £ S; FV (I')].

11.7 Satz (Existenz einer Normalherleitung mit Schranken)

Sei T'c ¥1W und gelte I Ilﬁ [', dann gibt es eine Normalherleitung mit Schran-

ken von I', d. h. es existieren gewisse l;, £ und S mit

TN
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Beweis durch Induktion nach m:
(i) Ist I' ein Axiom, so ist nichts zu zeigen.

(ii) Der letzte Schluf war (V), (3<), (V?) oder (3?) der Gestalt
IS A — IE-T

fiir ein - m’ < m . Die Induktionsvoraussetzung liefert die Existenz gewisser l;, t
und S mit

UULAYN
Es ist wegen FVi(A) € FV{(I') und Lemma 11.6 auch ohne Einschrnkung

(E)[b; & S; FV(I')] erfiillt, also erhalten wir durch Anwendung des gleichen
Schlusses

LI o
(iii) Als letzter SchluB lag (X1W-CA) vor:
IN=T,F(A() = IH-T,30F(¢)

mit m’ <m und A € XYW . Die Induktionsvoraussetzung liefert fiir A :=
I, F(A()) die Existenz gewisser b, und S mit

A AL
Fir FVy(A)\ FV1(T) = {dy,...,d,} erhalten wir durch Induktion nach n

unter Ausnutzung von Lemma 11.5

Nun ist wegen FVi (Aj(0)) = FVy(I) auch (E)[B; 7(0); S7(0); FV(I)]
erfiillt, also erhalten wir durch (X1W-CA)

(iv) Lag ein (A)-Schluf vor, etwa
IH*T,A; fir i=0,1 = IFE-T, A4 AA

mit mg, my < m, so liefert die Induktionsvoraussetzung
bi | & | mi
S 1 F’ Al

fiir : =0, 1 und gewisse 50,{0, So und gl,fl, St
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Nach Lemma 11.6 kénnen wir ohne Einschrdnkung annehmen, dafl (;0 N 5_1, :_'@
und by, b1 NFV (Ag A A1) =0 sind. Damit sind E1), E2) und E3) fiir (E)[bo, b1;
to,t1; So U Sy; FV (T, Ay A Ay)] Klar. Fiir E4) beobachten wir

FV(SoUS;) = FV(So)UFV(S))
(b UFV (T, Ag)) U (b; UFV (T', Ay))
bo, by UFV (T, Ag A Ay) .

N=

Mithin

50751 F()a{l m

—l—l_sousl — [LAgAN Ay
Der letzte Schluf war ein (Schnitt):

IF*“TA und ITH*T1,-A = IFE-T

mit mg,m; <m und I-rg(A) =0, also A € 1% . Ohne Einschrinkung sei
A vom V-Typ, dann gilt mit der Induktionsvoraussetzung

Bolbymo g ynd  BLSmp g

fiir gewisse 50,%,50 und gl,tl,Sl.

Analog zu (iii) kénnen wir ohne Einschrinkung annehmen, dal FV (A) C
FV(T') gilt. Die gleiche Argumentation wie unter (iv) zeigt, dafl ohne Ein-
schrinkung boNby = 0 und (E)[bo, by; to, t1; SoUSy; FV ()] wegen FV (T, A) =
FV(I',—~A) = FV(I') erfiillt sind. Mithin

g(]yl_;l %7F1|m
So U St 1 F

(vi) Es lag (V<) als letzter SchluB vor:

TS Tb £l F(b) = TH%T,Va<|t| F()

mit b ¢ FV ([, Va<|t| F(x)) und m' <m. Dies ist der einzig mogliche (V<)-
SchluB, da nur scharf beschrénkte Formeln hergeleitet werden. Die Induktions-
voraussetzung produziert

SO (], F (D)

(b: 7 S; FV (T, b £ 1], F(0))).

fiir gewisse b, £ und S. Insbesondere gilt (E) : )
;S5 FV (I, Va<|t] F(z))] erfillt

(E

—

Nun iiberlegen wir uns, da (E) := (E)[b,b; t,t;

ist.
Nach E'2) gilt bNFV (b < [t]) = 0, alsoist b¢b . Mit E’1) ist dann auch gezeigt,
daB die Variablen by,...,b;, b paarweise verschieden sind, mithin E1).

Die Variablenbedingung b ¢ FV (I', Vz<|t| F(z)) und E’2) zeigen
FV (T, Va<|t| F(x)) N {by,..., bk, b} = 0.
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Also haben wir E2). Fiir E’3) beobachten wir einerseits

E'3)

FV(t,) < {biy1,..., b} UFV(T,b £ |t], F(b))
= {bis1,...,br, b} UFV (T, Va<|t| F(x)) .
Andererseits gilt trivialerweise schon
FV (t) C FV (Vz<|t| F(z)) .
Ebenso erhalten wir E4):

E'4

)
FV(S) < {by,....,bs} UFV(I',b <L |t], F(b))
= {by,..., b, b} UFV (I',Va<|t| F(z)) .
Mithin
LB P ast] F(x) .
(vii) Der letzte Schluff war (X1W-LIND):

mit b ¢ FV(I', F(0)) und m' <m. Dann liefert die Induktionsvoraussetzung
fiir gewisse b, und S

bty m
Mit Lemma 11.5 kénnen wir ohne Einschrankung b ¢ FV (I', F(|t|)) anneh-

men. Nun zeigt man wie unter (vi) (E)[b,b; £,¢; S; FV (I',=F(0), F(|t]))] . Also
gilt

l_;,b Ltrm
== T, ~F(0), F(lt]) .
(viii) Zuletzt lag ein (a-Schritt) vor:
17 T,sca — IPT,Ssea
mit m’ < m . Dann liefert die Induktionsvoraussetzung
%ihi/ I''sea
fiir gewisse b, und S. Es folgt (E)[b; & S U {s}; FV(I',Ss € «)], mithin

b1t | m
El{S—}II—F,SSEOé. u

Wir haben nun aus der Existenz einer Herleitung 1 Ilﬁ [' die Existenz einer Normal-

herleitung mit Schranken %'1& I' gefolgert. Dadurch haben wir genug Informationen
gewonnen, um den Speicher solch einer Herleitung angeben zu konnen, der alle fiir die
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Einbettung ins halbformale System benétigten Hauptterme von (a-Schritt)-Anwendungen
umfaft.

Wir nutzen die Variablenbedingung (E)[b: i+ S; V], speziell E3) FV (t;) C {bi1,...,bi} U

V', aus, indem wir sukzessive b; in t1,...,t;_; ,monoton“, d. h. mit Hilfe der Funktion
o aus 3.12, durch |t;| ersetzen.
Sind b und ¢ k-Tupel, dann definieren wir durch Rekursion fiir i = k,...,1 kanonische
Beschriinkungsterme Tj[f] € Ly, zut; durch

Tl = oltdy,., .y (TenslE],- ., T

Wir beobachten durch Induktion nach i fir ¢ = k,...,1, dafl aus der Eigenschaft E3):
FV (t;) C {bis1,..., b} UV

FV (Tiff]) c v (1)

folgt.

Nun sind wir in der Lage, zu einer gegebenen Normalherleitung ik'gihﬂ I' aus der Varia-
blenbedingung (E)[b; £ S; FV (I')] den Speicher zu definieren, der alle fiir die Einbettung
ins halbformale System benétigten Hauptterme umfafit.
Dazu gelte (E)[b; t; S; V], die freien Individuenvariablen in V seien in {ay,...,a,}
enthalten und es gelte {ai,...,a,} N{by,..., b} =10.
11.8 Definition

Fir e N und 7 €IN" sei Spg;{;s(l, i) die Menge

{s(b) | s€ S, (L) wd b; < T[], 51, 7)| fir i=1,....k}.

c,a

An dieser Stelle bestimmen wir die Méchtigkeit des Speichers, unser gesuchtes Mafl. Sei
#(M) die Machtigkeit der Menge M.

11.9 Lemma
Es gibt ein geeignetes Polynom p mit
#(Spy (1)) < p(lll, lil)
fir €N und 7€ IN".

Beweis:
Zu Ti[t](c,d) gibt es ein geeignetes Polynom p;(c, @), so daB

Vi Vi |T[E )] < pa(l], 7]

gilt. Damit erhalten wir
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#(s05 " 0.)
< #(S)- (LA +1) - (1T )] + 1)
< #0S) - (ealtl 7)) + 1) -+ (eI, [72]) + 1)
= p(lI], I7])
fiir ein geeignetes Polynom p(c, @). O

Wir haben nun, ausgehend von einer Herleitung I Ili ¢ € a, eine Normalherleitung mit

Schranken %ihﬂ c € a fiir gewisse 5,£ S und ein Polynom p(c) gefunden, so dafl

der zu dieser Herleitung konstruierte Speicher Sp”%(n) durch p(|n|) beschrénkt ist.
Uns bleibt noch zu zeigen, dafl der Speicher wirklich alle fiir die Einbettung ins halbfor-
male System benotigten Hauptterme von (a-Schritt)-Anwendungen umfafit und daB sich
diese Menge bei der Schnittelimination nicht vergroflert. Um dann zu einem Widerspruch
zu kommen, miissen wir abschlieBend begriinden, dafl die Anzahl der fiir eine schnitt-
freie Herleitung von n € a im halbformalen System bendétigten Hauptterme linear zu
n und damit exponentiell zu |n| wéchst. Darum kann sie fiir grofie n nicht durch p(|n|)
beschrénkt werden.

Dazu passen wir das schon definierte halbformale System aus Abschnitt 11 fiir UL, an das
Fragment I an, indem wir zusétzliche Axiome und Regeln angeben. Dabei wird besonderen
Wert auf die Kontrolle der Hauptterme aus den (a-Schritt)-Schliissen durch M gelegt.

11.10 Induktive Definition des halbformalen Systems M Ipﬂ I' fir L

Seien M Cg N, M <m<w, p<w-2 und T' C 2P ohne freie Individu-
envariablen. Wir fiigen der Definition 10.3 folgendes Axiom und folgenden Schlufl
hinzu.

zusatliches Axiom:

(c) Fiir sN=0 gelte MlpﬂF,SEa.

zusatzlicher Schluf:
(a-Schritt) M F2“T,ica und i€ M, tN=i+1 = MP“Ttea

Wir beobachten, daf fiir das neue Axiom und den neuen Schlufl wieder das Strukturschluf3-
lemma und das Gleichheitslemma aus Abschnitt 11 gelten. Damit 148t sich in analoger
Weise der Eliminationssatz beweisen.

11.11 Eliminationssatz
ME-T = MIT. O

Um zu begriinden, dal wir mit der Wahl unserer Definition des Speichers und des halb-
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formalen Systems richtig liegen, zeigen wir zuerst den Einbettungssatz. Der wesentliche
Punkt dabei ist die Ersetzung der Induktionsschliisse durch Schnitte.

11.12 Lemma
Es gelte (E)[by,...,bg; t1,...,tx; S; V], die Individuenvariablen von V seien in
{ai,...,a,} enthalten und es gelte {ay,...,an} N{b1,..., 0} =10.
Seien €N, 7€ N" und ¢, := Tb[f]c a(l,ﬁ)N fir +=1,...,k, dann gilt fiir
0<i—1<j<k,TcS, T cI™ mit FV([') C VU {bj11,...,bx} und
r, <|t| fir c=1,... .k

— =

biy..., b; [tiy-- - ti|m F — Spg’i’s(l,ﬁ) |_ FC a g(i,ﬂ,f) )
Y )

Beweis durch Induktion nach m:

Abkiirzend sei  Sp(l,7i) := Spg;as(l,ﬁ), F' = Fc, i, pl,a,7)  und =
te fLT )

(i) Ist I' ein Axiom, so ist in jedem Fall IV ein Axiom des halbformalen Systems,
und es gilt Sp(l,7) |- T".
(i) Gilg i bjT'ti """ L™ A firein m/<m undist A = T ein (V), (V?)
oder ein (3%)-SchluB, so gilt nach Induktionsvoraussetzung
Sp(l, i) F A
Mit dem entsprechenden Schlufl im halbformalen System folgt

Sp(l,7) FT".
(iii) War der letzte Schluf eine (X1'"-CA)-Anwendung, so lag ohne Einschrinkung
die Préamisse

LA USSR Wa0e)

T I

fiir ein m’' <m und A(a) € VW vor. Hier liefert die Induktionsvorausset-

zung
Sp(l, ) - I, F(A() .
Dann folgt mit Satz 10.15, der (X1W-CA) im halbformalen System beweist,
Sp(l,7) FT".
(iv) Als letzter Schluf§ lag vor:
b, ..., bij ..... tj | m T, F(s)

— D bjilpti """ & | T [, s £t,Je<t F(x)

mit m’ < m . Dann liefert die Induktionsvoraussetzung

Sp(l,7) F TV, F'(s) .
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Fiir sN <#'N produziert (3<) mit einem Strukturschluf 10.4
Sp(l,ii) F TV, & t', Ja<t’ F'(x),
im anderen Fall ist dies ein Axiom (a).

Gelten

bst1,---s bj | ts41,---s tj | m1 T
Ty 1 L

i—1<s<j, mg,mi<m undist I'y & Iy = T ein (A) oder (Schnitt)-
SchluB, so gilt nach Voraussetzung und wegen der zusétzlichen Variablenbe-
dingung im Schnitt

FV (To,T1) C VU {bji1, ..., b}

sowie To C T C S und Ty Cc T C S. Also ist die Induktionsvoraussetzung
anwendbar. Sie liefert

Sp(l,7) |- I
Mit dem urspriinglichen Schluf} folgt die Behauptung.

(vi) Der letzte Schluf hatte die Gestalt:

b b e o gy o g ()

T 11
AL ey

mit m' <m, b; ¢ FV(I',Va<|t;| F(z)) und ¢ <j. Nach Voraussetzung gilt
FV (I, 0; £ 18], F(b;)) = FV(I, Vas|t;| F(z)) U {b;}
C VU{bj,...,bg}.

Also liefert die Induktionsvoraussetzung fiir d < |£;]

Sp(l, ) - T", d £ 5], F'(d) . (1)

Nun beobachten wir wegen E3) FV (¢;) C VU{b;4+1,...,b;} mit Lemma 3.12
iiber die Monotonie von o

N N
(t;) = (tjC Ei bj+17--~;bk(l7ﬁ’rj+l’“"rk>>
~ ~ N
S (U ile, d, b]+1,...,bk(l7ﬁv |tj+1|7~-a|tk|>)
N
= (Bl 47)
= 1.

Also gilt fir alle d < |t;| insbesondere (1) und mit Axiom (a) | d < |t/],
mithin erhalten wir

Sp(l,7i) F I, F'(d).
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Dann folgt mit (V<)
Sp(l, i) F I, Va<|t)| F'(x) .
(vii) Der letzter Schlufl war:

bi,. .., bji—1|ti,--, ti—1 | m F’ﬁF(bj),F(Sbj)

T ]

bi ..... bj IEERE) j|m
— Lo it S B(0), F()4])

mit m' <m, b; ¢ FV(I,F(|t;])), F(a) € Y% und i<j. Wie unter (v)
produziert die Induktionsvoraussetzung fiir d < |t;-|N

Sp(l,@) T, ~F'(d), F'(Sd) -
Aus diesem folgt durch endlich viele Schnitte
Sp(l, 1) T, =F'(0), F'(|#}]") ,
also zeigt das Gleichheitslemma 10.5
Sp(l,7i) b I, =F'(0), F'(1t}])
(viii) Der letzter Schlufl sah wie folgt aus:

.T ] F,teO[
biy.o oy bj | tiy.- s tji|m
e TJU{t} ]ll F,StGOz

mit m’ <m . Nach Voraussetzung ist T'U{t} C S, insbesondere gilt 7" C S
und t € S. Die Induktionsvoraussetzung liefert also

Sp(l,7) FT'.t ca.
Wegen
t =t
e {sb)|sesS
= Sp(l,7)
folgt mit einem (a-Schritt)
Sp(l,7) FT',St' c . O

L) und b, < |T[f), 7(1,7)| fix 0=1,.. k}

Als Spezialfall dieses Lemmas erhalten wir den Einbettungssatz.
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11.13 Einbettungssatz

Sei I' ¢ 1% | die Individuenvariablen von I seien in {ay,...,a,} enthalten, es
sei {ay,...,an} N {by,...,bx} =0 und es gelte %ihﬁ I', dann gilt fir [ €N
und 77 € IN"

Spg;t;Sa,ﬁ) I_FC E[(Lﬁ) O

Die Begriindung dafiir, dafl mindestens n (a-Schritt)-Schliisse zur schnittfreien Herleitung
von n € a bendtigt werden, liegt im Beschréankungssatz.
Sei Min(sy,...,s) = Min(slN, e slN>

11.14 Beschriankungssatz
M |Oﬂ81€a,...,$l€a — {0,...,Min(sy,...,s)— 1} C M.
Beweis durch Induktion nach m:
Ist Min(sy...,s;) =0, so ist die Behauptung trivial. Sei also Min(s; ..., s) > 0,
dann kann kein Axiom vorliegen, und der letzte Schlul muf ein (a-Schritt) gewesen
sein:
M I%/lea,...,SZEOc,tEOz — M |0£81€Oé,...,81604
mit tN+1=gN fiirein i€ {l,...,0}, tN €M und m'<m.
Falls N> Min(s;...,s;) ist, so folgt aus der Induktionsvoraussetzung
{0,...,Min(sq,...,s) — 1}
= {0,...,Min(sy,...,s;,t) — 1}
C M.
Ist tN < Min(s;...,s), so folgt aus tN 41 =35V
Min(s;...,s) =tN +1

und daraus mit der Induktionsvoraussetzung und t%N € M

{0,...,Min(sq,...,s)— 1}

= {0,...,t"}
= {0,...,Min(sq,...,s;,t) — 1,1V}
c M. -

Nun sind wir in der Lage, den begonnenen Widerspruchsbeweis zu vollenden.
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Satz 11.1

YHocaAVr(z€a— Sr€a)— cEa, wobei c eine freie Variable ist.

Beweis:
Angenommen, es gilt UY F0€a AVa(z€a — Sr€a) — ¢ € a. Wir fiihren
diese Annahme zum Widerspruch.

Da UY ein Teilsystem von I ist und mit Lemma 11.2 I |- 0ca A Va (z€a — Sz€a)
gilt, folgt I | ¢ € o . Partielle Schnittelimination 11.3 ergibt daraus

IITCEa.

Nun zeigt der Satz 11.7 iiber die Existenz einer Normalherleitung
‘i cca (1)

fiir gewisse l;,f und S. Damit konstruieren wir den Speicher Spg;{;s (n) und ein
geeignetes Polynom p, so dafl

#(Sp"" ¥ (n)) < p(Inl)
fiir beliebiges n gilt.

Durch Einbettung 11.13 der Normalherleitung (1) in das halbformale System und
anschliefender Schnittelimination 11.11 erhalten wir

g;f;S
Sp* P (n) fs nea
fiir alle n € IN. Das ist mit dem Beschrankungssatz 11.14 nur méglich, wenn
{0,...,n—1} C SpiS(n)
ist, also gilt
n=#{0,...,n— 1} < #(Sp""(n)) < p(nl) .
Mithin ist
il = Mloe(n T < 9. (n 4-1) < 2-p(|n|) + 2,

was fiir hinreichend grofles n zum Widerspruch fiihrt. a

Wir {ibertragen dieses Widerspruchsprinzip auf zwei zahlentheoretische Aussagen, den
Kleinen Fermatschen Satz sowie den Satz von Wilson. Fiir den kleinen Fermatschen Satz
rechnen wir Rem(c?~!,p) mit der Rekursionsgleichung

Rem(c"™, p) = Rem(c - Rem(c', p), p)

aus, die die Grundlage fiir die (a-Schritt)-Regel dort sein wird. Analog zu I ist die Anzahl
der (a-Schritt)-Anwendungen, die zur Berechnung von Rem(c?~! p) im halbformalen
System benotigt werden, linear zu p, was Uy -Herleitungen allgemein nicht liefern kénnen.
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12 Der kleine Fermat

Der kleine Fermatsche Satz ist die zahlentheoretische Aussage
A 1=1 modp

fiir Primzahlen p und 0 <c<p. Er 1a8t sich in L{, formulieren, indem wir rekursiv ¢’
in der kleinsten Restklasse modulo p, also Rem(c, p), mit Hilfe von a ausrechnen, d. h. «
mit

(i,a) € a ¢+ a = Rem(c', p)

festlegen, und anschlieBend (p = 1,1) € @ fordern. Dabei nutzen wir die Rekursionsglei-
chung

Rem(c'™, p) = Rem(Rem(c', p) - ¢, p)

aus, die den Zusammenhang ™' =c¢'-¢c mod p {ibersetzt.

KleinFermat sei der L, -Satz

VpVa<p {0 <z A(1<pAVy<p(l<y— Rem(p,y)#+0))
Ay ((0,y) € y=1)
A ViVy<p ((i,y) € a <> (Si,Rem(z - y,p)) € a)
— <p;1,1>€oz}.
In [Takeuti 1991] §3 Theorem 2 wird
U} |- KleinFermat

gezeigt. Wir beweisen hier analog zu Abschnitt 11

12.1 Satz
UY | KleinFermat .

Sei F' ein neues Fragment, in dem « wie ein Priadikatszeichen und p, ¢ wie Konstanten
behandelt werden, d. h. sie diirfen nie Eigenvariable sein und auch nicht mehr zu den
freien Variablen gezihlt werden.
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F entsteht aus UY, indem wir die Axiome

1<p

1<sAs<p— Rem(p,s)#0
0<c

c<p

0,1) €

0,s) ea—s=1

und die Schliisse (a-Riickschritt):

[, (Ss,Rem(t-¢,p)) ea = T t<Lp,(s,t)Ea
und (a-Schritt):

[ (s,t) ea = T,(Ss,Rem(t-c,p)) €«

fiir beliebige Terme s,t¢ hinzufiigen, wobei bei (a-Schritt) s der Hauptterm des Schlus-
ses ist. Nun sind die Axiome und Regeln von F so angelegt, daf sie die Pramisse von
KleinFermat beweisen.

12.2 Lemma
Fle<pAnO<cA (1<pAVy<p(l<y— Rem(p,y)+0))
AVy ((0,y) Ea <> y=1)
A YiVy<p ((i,y) € a <> (Si,Rem(c - y,p)) € a)

Beweis:
Die ersten vier neuen Axiome von F zeigen

c<pANO<cA(1<pAVy<p(l<y— Rem(p,y)+0)).
Die nachsten beiden Axiome liefern
Yy ((0,y) Eary=1).

Fiir den letzten Teil iiberlegen wir uns, dafi aus dem logischen Axiom (a,b) ¢
a, (a,b) € @ mit einer (a-Schritt) und zwei (V)-Anwendungen

(a,b) € a — (Sa,Rem(b- ¢,p)) € « (1)

und aus dem logischen Axiom (Sa,Rem(b-c,p)) ¢ a, (Sa, Rem(b-c,p)) € mit einer
(c-Riickschritt) und zwei (V)-Anwendungen

(Sa,Rem(b-¢,p)) € @ — (a,b) €« (2)
folgt. Durch (1) und (2) erhalten wir den fehlenden letzten Teil der Pramisse
ViVy<p ((i,y) € o <> (Si,Rem(c - y,p)) € ) . O
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Sei F —rg := UY —rg. Die partielle Schnittelimination fiir ' 148t sich wie in 4.13 zeigen.

12.3 Lemma
FI-T = FkKT. m

Zum Beweis des Satzes 12.1 nehmen wir UY | KleinFermat an. Dann zeigen die letz-

ten beiden Lemmata F |+ (p = 1,1) € a.

Wir lesen wieder durch Auswahl einer Normalherleitung mit Schranken charakteristische
Groflen ab, mit deren Hilfe wir einen Speicher definieren, der alle fiir die Einbettung
in ein halbformales System benétigten Hauptterme beschrinkt. Dazu dndern wir in der
Definition 11.4 der Normalherleitung mit Schranken die Klauseln (a) und (g) ab zu

(a’) Ist I" ein Axiom von F, so gelte fir m <w beliebig J@—Ili r.
(g") %ihi/ [, (Ss,Rem(t-¢,p)) Ea = i&hﬂ Iit<Lp, (s, t)€ea fir m>m'.

(h’) %F,(Si)é@ = S—Z%l%F,(Ss,Rem(ﬁc,p))Ea fir m>m'.

Damit erhalten wir aus F |1£ I' die Existenz einer Normalherleitung mit Schranken wie
im letzten Abschnitt, da die wesentlichen Schritte der Umbenennung von Eigenvariablen
sowie der Ersetzung , iiberfliissiger* Variablen durch 0 von den neuen Axiomen und Regeln
nicht tangiert werden.

12.4 Satz (Existenz einer Normalherleitung mit Schranken)

Sei I'c &1V und gelte F |1£ [', dann gibt es eine Normalherleitung mit Schran-

ken von I', d. h. es existieren gewisse 5, £ und S mit
b T m
T -

Wir definieren den Speicher zu einer Normalherleitung isl,ihﬂ I' wie in Abschnitt 11

und geben die Abschitzung der Méchtigkeit des Speichers nach oben hin an. Die freien
Variablen von I seien in {ay,...,a,} mit {ai,...,a,} N{by,..., b} =0 enthalten.

12.5 Definition
Fir le N und 7eIN" sei Spgfas(l,ﬁ) die Menge

{s(b) | s€e Sp.¢.q(l: 1) wnd by < |Ti[f),, o (1, 7)] fiwi=1,... k)
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12.6 Lemma
Es gibt ein geeignetes Polynom p mit
#(Spy (1)) < p(lll, i)
fir € N und e IN". O
Zwecks Abschitzung des Speichers nach unten betten wir Normalherleitungen mit Schran-

ken in ein passendes halbformales System ein. Dazu geben wir die zusétzlichen Axiome
und Regeln an, die dem halbformalen System aus Abschnitt 10 zugefiigt werden.

12.7 Induktive Definition des halbformalen Systems M Ipi I fir ¥

Seien M Cin IN, m' <m<w, p<w-2 und T' C P ohne freie Individuenva-
riablen. Wir erweitern die Definition 10.3 um folgende Axiome und Schliisse.

zusatzliche Axiome:

(c) Fiir sN=1(0,1) gelte MlpﬂF,SEa.

(d) Ist sN = (i,1) fiir beliebiges i, dann gelte M Ipﬁ Isé¢a.
zusétzliche Schliisse:

(a-Riickschritt) M Ipi, [.(Si,j)€a und sV =(i,j) = M Ipﬂ Isea

(a-Schritt) M P~ T,(i.j)€a und i€ M, sN=(i+1,j) = M}F-T,sca

Um das Reduktionslemma in analoger Weise zu Abschnitt 10 zu beweisen, zeigen wir
folgende zusétzliche Inversion.

12.8 Lemma
Gilt M Ipﬂ [,s€a und sN=(i,1) fiir alle 4, so folgt M Ipi r.

Beweis durch Induktion nach m:

Die Fille, wo etwas zu tun ist, sind die, in denen s € o Hauptformel des letzten

Schlusses ist. Dafiir gibt es drei Moglichkeiten.

(i) Es liegt ein Gleichheitsaxiom vor. Dann gibt es einen Term ¢ mit s™ =N und
(t¢ a) € T'. Aus der Voraussetzung folgt N =£ (i, 1) fiir beliebiges i, also ist T
ein Axiom (d).

(ii) Der letzte Schlufi war ein (a-Riickschritt), also gibt es 4,57 € N und m' <
m, so dal sN = (i,5) und M Ipi I'tea fir t:= (Sij) gilt. Mit der
zweiten Voraussetzung ist j # 1, also produziert die Induktionsvoraussetzung
M lpi r.

(iii) Lag als letzter Schluff ein (a-Schritt) vor, dann gibt es 4, € N und m’' <m,
sodaB sN={(i+1,5) und M Ipi Itea fir t:i= (i,7) gilt. Wieder zeigt
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die zweite Voraussetzung, dafl es kein k mit sN = (k,1) gibt, also liefert die
Induktionsvoraussetzung M Ipﬂ r. O

12.9 Eliminationssatz
ME-T = MIT.

Beweis:
Wir schauen uns noch einmal das Reduktionslemma an. In den Axiom-Féllen miissen
wir zusitzlich F = s¢ o mit sN = (i,1) fiir alle i betrachten. Hier greift nun

das gerade bewiesene Lemma, angewandt auf die zweite Voraussetzung, und ein
anschlieBender Strukturschluf.

Bei den Schliissen gibt es keine neuen Fille zu betrachten, da die Hauptformeln der
neuen Schliisse nicht vom V-Typ sind. Damit ist der Beweis des Reduktionslemmas
abgeschlossen. Der Eliminationssatz folgt hieraus wie in 10.9. a

Um den Einbettungssatz wie in 11.13 zu erhalten, begriinden wir, dafl die neuen Axio-
me und Regeln von F einbettbar sind. Sei g eine Primzahl. Aus einem beliebigen Term
s entstehe &', indem die freien Variablen von s durch beliebige, eventuell verschiedene
Zahlterme und p, ¢ durch g, 1 ersetzt werden.

Da ¢ eine Primzahl ist, sind

(1 < p)p(ﬂ) ) (0 < C)C(D ) (C <P)c,p(1vﬂ)

wahre Primformeln und somit Axiome des halbformalen Systems. Ist s ein beliebiger Term
mit 1< s™N < ¢, soist

Rem(q, s") # 0

eine wahre Primformel, da ¢ eine Primzahl ist und somit nicht von s geteilt wird. Das
Axiom (0,1) € o ist auch eins des halbformalen Systems.

Fiir das letzte Axiom sei s ein beliebiger Term. Ist sV =1, so gilt 0 I% s=1 mit dem

Axiom (a). Ansonsten ist s™ =1 also liefert ein Axiom (d) @ I% (0,s") ¢ a. In beiden
Féllen folgt mit einem (V)-Schlu8

@I%(O,s’>ea—>s’:1.

Die Regel (a-Riickschritt) und (a-Schritt) im halbformalen System sind als Einbettung der
entsprechenden Regeln des formalen Systems F definiert.
Damit erhalten wir analog zu 11.13 den Einbettungssatz fiir F.

149



12.10 Einbettungssatz

Sei I' ¢ X1V die Individuenvariablen von I' seien in {ay,...,a,} enthalten,
{ai,...,a,} N {b1,..., b} =0 und es gelte %ihﬂ I', dann gilt fiir 7€ IN" und

Primzahlen ¢

Spg " *(a.7) F T, . gla. 1.10) O

Der Beschrankungssatz fiir dieses halbformale System sieht wie folgt aus.

12.11 Beschrinkungssatz
M- (si,t) €a, ... (spty) €Ea = {0,...,Min(sy,...,s,) — 1} C M.

Beweis:
Der Beweis ist dergleiche wie fiir 11.14. Als zusétzlichen Fall haben wir die Méglich-
keit eines (a-Riickschritt) als letzten Schlufl. Ohne Einschrankung lag die Pramisse

M |0£’ (s1,t1) €a,..., (s, 1) €, (Si, j) € a

mit  (i,7) = (s, ;)N fiir ein [ € {1,...,k} und m' <m vor. Dann ist aber
Min(sy,...,s,) = Min(sy,..., sk, S2), also folgt die Behauptung schon aus der
Induktionsvoraussetzung. a

Wir haben nun alle Punkte erfiillt, um den Widerspruchsbeweis zu vollenden.

Satz 12.1
UY | KleinFermat .

Beweis:
Angenommen, KleinFermat ist in Uy herleitbar. Da F eine Erweiterung von UY
ist, folgt mit Lemma 12.2 F | (p = 1,1) € und mit der partiellen Schnittelimi-
nation 12.3

Fl-(p-11)€ca.

Dann existieren mit Satz 12.4 g, .S mit

- o

M -1l ea. (1)

Mit der Definition des Speichers Spgﬁs (n) 12.5 und der anschlieenden Abschét-
zung 12.6 gibt es ein geeignetes Polynom p, so daf3

#(Sp""(n)) < p(|n|)
fiir beliebige n gilt.

Wir wenden die Schnittelimination 12.9 auf die Einbettung 12.10 der Normalher-
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leitung (1) in das halbformale System an und erhalten

Sp"Hg) b5 (a= L 1) €a
fiir alle Primzahlen ¢. Also mufl mit dem Beschréankungssatz 12.11
{0,....q—2} C $p""5(g)
gelten. Das liefert uns folgende Abschétzung des Speichers:
g=#{0,...,q—2} +1 < #(Sp""5(q)) + 1 < p(lg]) +1.
Mithin ist
2l <2.p(|ql) +3,

was fiir hinreichend grofie Primzahlen ¢ zum Widerspruch fiihrt. a

Im n#chsten Abschnitt wenden wir wie angekiindigt die Methode aus Abschnitt 11 auf
den Satz von Wilson an. Diesmal benutzt die (a-Schritt)-Regel die Rekursionsgleichung

Rem((i + 1)1, p) = Rem((i + 1) - Rem(i!, p), p) ,

um Rem((p—1)!,p) auszurechnen. Wieder ist die Zahl dieser (a-Schritt)-Anwendungen,
die im halbformalen System zur Berechnung von Rem((p—1)!,p) bendétigt werden, linear
in p. Dies steht im Gegensatz zu der von Uy -Herleitungen bereitgestellten Groenordnung
der Anzahl spezieller Regelanwendungen.
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13 Der Satz von Wilson

Fiir natiirliche Zahlen i sei ¢! :== i- (i —1)-...-1. Der Satz von Wilson ist die zahlen-
theoretische Aussage

(p—1)!'=-1 modp

fiir Primzahlen p. Analog zu dem kleinen Fermat’schen Satz &8t sich der Satz von Wilson
formulieren. Wilson sei der LE , -Satz

Vp {(1 <pAVz<p(l <z — Rem(p,z)+#0))
AVy((0,y) €a o y=1)
A Vi (St <p— Va<p((i,z) € a <> (Si,Rem((S7) - x,p)) € o))
—(p=1,p=1) Ea}.
In [Takeuti 1991] §3 Theorem 1 wird
Ul | Wilson

gezeigt. Wir beweisen hier analog zu Abschnitt 12

13.1 Satz
Uy | Wilson .

Sei W ein neues Fragment, in dem « wie ein Pradikatszeichen und p wie eine Konstante
behandelt werden, d. h. sie diirfen nie Eigenvariable sein und auch nicht mehr zu den
freien Variablen gezéhlt werden.

W entsteht aus Uy, indem wir die Axiome

1<p

1<sAs<p— Rem(p,s)#0
0,1) €

0,s)eax—s=1

und die Schliisse (a-Riickschritt):
', (Ss,Rem((Ss) - t,p)) €a = D, i £p,Ss£p,(s,t) €
und (a-Schritt):

I (s,tyea = T,(Ss,Rem((Ss) -t,p)) € «
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fiir beliebige Terme s, ¢ hinzufiigen, wobei bei (a-Schritt) s der Hauptterm des Schlusses
ist. Nun sind die Axiome und Regeln von W so angelegt, daf} sie die Pramisse von Wilson
beweisen.

13.2 Lemma
W | (1 <pAVa<p(l <z — Rem(p, )+ 0))
AVz((0,z) e <> x=1)
A Vi (Si <p— Ve<p ((i,z) € a <> (Si,Rem((Ss) - z,p)) € a)) O

Sei W —rg := UY — rg. Die partielle Schnittelimination fiir W 1a8t sich wie in 4.13
zeigen.

13.3 Lemma
WHET = WET m

Zum Beweis des Satzes 12.1 nehmen wir UY |- Wilson an. Dann zeigen die letzten

beiden Lemmata W lT p=1p=1€a.

Wir lesen wieder durch Auswahl einer Normalherleitung mit Schranken charakteristische
Groflen ab, mit deren Hilfe wir einen Speicher definieren, der alle fiir die Einbettung
in ein halbformales System benétigten Hauptterme beschrinkt. Dazu dndern wir in der
Definition 11.4 der Normalherleitung mit Schranken die Klauseln (a) und (g) ab zu:

(a’) Ist I" ein Axiom von W, so gelte fiir m <w beliebig J@—Ilﬂ r.
(g") %ihi/ I, (Ss,Rem((Ss)-t,p))eav = %ihﬂ I t<p,Ss<p, (s,t)ea fir m>m'.
W) U T, (s,t) ea = L™ T, (Ss,Rem((Ss) - £,p)) € fiir m >m'.

13.4 Satz (Existenz einer Normalherleitung mit Schranken)

Sei I' ¢ ¥MW und gelte W Ilﬂ [', dann gibt es eine Normalherleitung mit Schran-

ken von I', d. h. es existieren gewisse l;, £ und S mit
b m
ST -

—

Wir definieren den Speicher zu einer Normalherleitung %ihﬁ I' wie in Abschnitt 11
und geben die Abschitzung der Méchtigkeit des Speichers nach oben hin an. Die freien

Variablen von T seien in {ay,...,a,} mit {ai,...,a,} N{by,..., b} =0 enthalten.
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13.5 Definition
Fir €N und 7€ N" sei SpZ¥S(1,7) die Menge
{s(b) | s€e Sy (1, 7) wnd by < |T[F], (1) fiw i = =

13.6 Lemma
Es gibt ein geeignetes Polynom p mit
#(Spy (1)) < p(|ll, li))
fir [€eIN und 7eN". O
Zwecks Abschéatzung des Speichers nach unten betten wir Normalherleitungen mit Schran-

ken in ein passendes halbformales System ein. Dazu &ndern wir das halbformale System
aus Abschnitt 10 wie folgt ab.

13.7 Induktive Definition des halbformalen Systems M, Ipﬂ I' fir W

Seien M Cg, IN, p eine Primzahl, m' < m<w, p<w-2 und T € VP ohne
freie Individuenvariablen. Wir ersetzen in der Definition 10.3 M durch M, und fiigen
folgende Axiome und Schliisse hinzu.

zusatliche Axiome:

(c) Fir sN=(0,1) gelte M, Ipﬂ I''sea.

(d) Ist sN = (i,Rem(:!,p)) fiir beliebiges i, dann gelte M, Ipﬂ [s¢a.

zusétzliche Schliisse:

(a-Riickschritt) M, Ipi I, (Si,Rem((Si) - j,p)) € @ und sV = (i,5), i +1<p,
j<p = Mplpﬂl“,sea

(a-Schritt) M, =T, (i,j) € und i€ M, s¥ =(i+1,Rem((i +1)j,p))
= M, lpﬂ I's€ca

Um nun wie in Abschnitt 12 fortzufahren, zeigen wir folgende zusétzliche Inversion.

13.8 Lemma
Gilt M, Ipﬂ [s€a und sN+# (i,Rem(i!,p)) fiir alle i, so folgt M, Ipﬂ I.

Beweis durch Induktion nach m:
Die Fille, wo etwas zu tun ist, sind die, in denen s € a Hauptformel des letzten
Schlusses ist. Dafiir gibt es drei Moglichkeiten.

N _ 4N

(i) Es liegt ein Gleichheitsaxiom vor. Dann gibt es einen Term ¢ mit s und
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(t ¢ a) € I'. Aus der Voraussetzung folgt N = (i, Rem(i!, p)) fiir beliebiges i,
also ist I' ein Axiom (d).

(ii) Der letzte Schluff war ein (a-Riickschritt), also gibt es 4, j€IN und m'<m , so
daB sN={(i,j), i+1<p, j<p und M, Ipi I'tea fir t:= (Si, Rem((Si)-
J,p)) gilt. Aus der zweiten Voraussetzung folgt j # Rem(i!,p), also gilt wegen
J<p

j#i modp.
Da 0<i+1<p ist,gibtes €N mit [-(i+1)=1 mod p. Damit folgt
(i4+1)-j# (i +1)! modp,
also ist Rem((i + 1) - j,p) # Rem((¢ + 1)!,p) . Dann produziert die Induktions-
voraussetzung M, Ipﬂ r.

(iii) Lag als letzter Schluf ein (a-Schritt) vor, so gibt es i,7 € N und m’' <m,
so dal sN=(i+ 1,Rem((i +1)-j,p)) und M, Ipﬂ/ Itea fir t:= (i,j)
gilt. Wiare j = Rem(i!,p), so wiirde

Rem((i +1)-7,p) = Rem((i+ 1)-Rem(i!,p),p)
= Rem((: +1)!,p)
im Widerspruch zur zweiten Voraussetzung folgen. Daher liefert die Induktions-
voraussetzung M, Ipi, r. O

13.9 Eliminationssatz
M, =T = M, |5 T. m

Den Einbettungssatz fiir W erhalten wir analog zu 12.10.

13.10 Einbettungssatz

Sei ' ¢ X% die Individuenvariablen von I' seien in {ay,...,a,} enthalten,

{a1,...,a,} N {by,..., b} =0 und es gelte %illﬂ [', dann gilt fir 7€ IN" und
Primzahlen ¢

(Sp&"(a,7)) b Ty, gla.0). O

Der Beschriankungssatz fiir dieses halbformale System sieht wie folgt aus, der Beweis ist
dergleiche wie fiir 12.11.

13.11 Beschrinkungssatz
M, b= (s1,t1) €, ..., (spt) €Ea = {0,...,Min(sy,...,s,) —1} C M. O
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Wir haben nun alle Punkte erfiillt, um den Widerspruchsbeweis zu vollenden.

Satz 13.1
Uy | Wilson .

Beweis:
Angenommen, Wilson gelte in Uy. Wie in Abschnitt 12 erhalten wir auch hier
aus den gezeigten Lemmata und Satzen

A%Y% lT p=1l,p=1)ea
und damit

.

rp=1p=Dea (1)
fiir gewisse l;, £, S . Wieder gibt es ein Polynom p mit

#(Sp""(n)) < p(|nl)
fiir beliebige n.

Andererseits folgt aus (1) fiir Primzahlen ¢

(0" (@), b5 g+ Lg=1) €a,

mithin
{0,...,¢g—2} C Spg;as(q) :

Kombinieren wir die Abschéatzungen, so erhalten wir
2 <2 p(lg) +3,

was fiir hinreichend grofie Primzahlen ¢ zum Widerspruch fiihrt. O

Wir nutzen die schwache GroBlenordnung der Anzahl spezieller Regelanwendungen in U~
Herleitungen auch im n#chsten Abschnitt aus. Dort zéhlen wir die Beispiele in (3<)-
Anwendungen, die zu einer festgelegten Formel Fz<2-c¢ F(x) fiithren. Diese Zahl wird
im halbformalen System linear zu ¢ sein, wodurch wir zu einem Widerspruch gelangen.
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14 Komprehension in der ersten Stufe

Wie schon in der Bemerkung zu Satz 5.9 angedeutet, ist eine Komprehension in der Form
Jz<2 - eVy<|c| (Bit(y,x) =1 <> y € a)
nicht in UY herleitbar. Da8 dies in U} gilt, 1t sich durch L-Induktion nach a in
Jr<2 - cVy<|c| (y < a — (Bit(y,z) =1+ y € a))
zeigen ([Takeuti 1991] §3 Punkt 1).
14.1 Satz
UY |/ 32<2 - ¢Vy<|c| (Bit(y,2) =1 < y € a) .
Zur Abkiirzung definieren wir die Formel
Ktrl(a,c) i= Yy<|c| (Bit(y,a) =1 <y € a).

Sei K das Fragment U}, in dem a wie ein Pradikatszeichen und ¢ wie eine Konstante
behandelt werden, d. h. sie diirfen nie Eigenvariable sein und auch nicht mehr zu den
freien Variablen gezéhlt werden. In K werden fiir beliebige Terme s die (3<)-Schliisse der
Gestalt

L Ktri(s,c) = T,s<£2 ¢, 322 cKtri(z,c)

mit (a-Kontroll) bezeichnet und nicht mehr zu (3<) gezéhlt. Der Term s heifit dann wieder
Hauptterm des Schlusses.

Sei K —rg := UY —rg. Zum Beweis des Satzes 14.1 nehmen wir UY |- 3w<2-c Ktri(z, c)

an. Dann zeigt partielle Schnittelimination K f+ <2 c Ktri(z,c).

Wir lesen wieder durch Auswahl einer Normalherleitung mit Schranken charakteristische
Groflen ab, mit deren Hilfe wir einen Speicher definieren, der alle fiir die Einbettung
in ein halbformales System benétigten Hauptterme beschrinkt. Dazu dndern wir in der
Definition der Normalherleitung mit Schranken 11.4 die Klauseln (a) und (g) ab zu

(a’) Ist I" ein Axiom von K, so gelte fiir m <w beliebig J@—Ilﬂ r.

(g") %F,Ktrl(s,c) = S—Ué—}hﬂf‘,sﬁQ-c,HQJSQ-cKtrl(:v,c) fir m>m’.

Dabei ist fiir die Klausel (b) zu beriicksichtigen, dafl die (a-Kontroll)-Schliisse nicht mehr
zu (3<) zéhlen.
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Damit erhalten wir aus K Ilﬂ I' die Existenz einer Normalherleitung mit Schranken wie
in Abschnitt 11.

14.2 Satz (Existenz einer Normalherleitung mit Schranken)

Sei ' ¥¥W und gelte K Ilﬂ I', dann gibt es eine Normalherleitung mit Schran-

ken von I', d. h. es existieren gewisse l;, £ und S mit
bi'ym
=T -

- S

Wir definieren den Speicher zu einer Normalherleitung bst T I' wie in Abschnitt 11

und geben die Abschitzung der Méchtigkeit des Speichers nach oben hin an. Die freien
Variablen von I seien in {ai,...,a,} mit {ai,...,a,} N{b1,..., b} =0 enthalten.

14.3 Definition
Fir (€N und 7€IN" sei Spb;as(l, 1) die Menge

{s(b) | s€ S, (L) wd by < T[], 51, 7)| fir i=1,....k}.
14.4 Lemma
Es gibt ein geeignetes Polynom p mit
#(Spy 2 (1,7)) < p(|1], 7il)
fir [€eIN und 7eN". a
Zwecks Abschitzung des Speichers nach unten betten wir Normalherleitungen mit Schran-
ken in ein passendes halbformales System ein. Dazu zeichnen wir in dem halbformalen

System aus Abschnitt 10 die (a-Kontroll)-Schliisse aus, die alle benétigten Beispiele fiir
diesen speziellen (3<)-Schlufl aufsammeln.

14.5 Induktive Definition des halbformalen Systems M Ipﬂ I fir K

Seien M Cgn IN, m<m<w, p<w-2 und I' C »1b ohne freie Individuenva-
riablen. Wir spezialisieren die Definition 10.3 zu

zusatzliche Schliisse:
(a-Kontroll) M F2“ T, Ktri(i,n) und i€ M, i<2-n
= M Ipﬁ [, dz<2 - n Ktrl(x,n)

Wir erhalten den Einbettungssatz fiir K wir in Abschnitt 11.
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14.6 Einbettungssatz

Sei I' ¢ W, die Individuenvariablen von I' seien in {aj,...,a,} enthalten,
{ai,...,a,} N{by,...,br} =0 und es gelte %hﬂ I', dann gilt fiir 7€ IN" und
leN

Spr (1, 7) T, 2(1,1) . 0

Der Beschrankungssatz fiir dieses halbformale System benutzt die (a-Kontroll)-Exporta-
tion.
14.7 (a-Kontroll)-Exportation
Sei M ={iy,...,ix} fiir Zahlen iq,...,i; € N, dann gilt
M- T,32<2 - n Ktrl(z,n) = F T, Ktri(iy,n),..., Ktri(iy,n) .

Beweis durch Induktion nach m:
War der letzte Schluf§ keine (a-Kontroll)-Anwendung, dann folgt die Behauptung
aus der Induktionsvoraussetzung mit demgleichen Schlufl oder T' ist ein Axiom, da
Jz<2 - n Ktrl(z,n) nicht Hauptformel eines Axioms ist. Bleibt noch der Fall, dafl
der letzte Schluf eine (a-Kontroll)-Anwendung war, also lag ohne Einschriankung die
Pramisse

M Ii [, 32<2 - n Ktrl(z,n), Ktri(i,n)
mit 1€ M und ¢ <2-n vor. Daraus folgt mit der Induktionsvoraussetzung, da
i€ M ={iy,...,ig} ist, die Behauptung. O
14.8 Beschriankungssatz
M F <2 -n Ktrl(z,n) — #M > 2lnl
Beweis:

Sei k := #M , dann gibt es Zahlen iy,... iy € N mit M = {iy,...,ix}. Mit
(a-Kontroll)-Exportation folgt

= Ktri(iy,n),. .., Ktri(ig,n) .
Also zeigt der Korrektheitssatz fiir das halbformale System

N E (Ktri(iy,n) V ...V Ktri(ig, n))a(M)
fur alle M C {0,...,|n| —1}.
Gibees M,N C{0,...,|n] =1} und je{l,....k} mit M#N und
N EVy<n (Bit(y,i;) =1 <> y € M) (1)

N |=Vy<Q(Bit(y,ﬁ):1 —yeN), (2)
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dann gibt es [ <|n| mit (e M« 1¢N),da M=#N ist. Ohne Einschrankung
sei [ € M . Damit erhalten wir den Widerspruch

1 Y Bit(t,i;) 2o,
Also ist
k> #(PHO,... In| —1})) = 2"

gezeigt. O

Wir haben nun alle Punkte erfiillt, um den Widerspruchsbeweis zu vollenden.

Satz 14.1
UY [ 32<2 - eVy<|c| Bit(y,2) =1 < y € a) .

Beweis:
Angenommen, es gilt UY | 3z<2 - ¢ Ktri(z,c). Mit partieller Schnittelimination
folgt

K |+ 32<2 - c Ktri(z,c).
Dann existieren mit Satz 14.2 l;, £, S mit
% Jz<2 - c Ktri(z,c) . (1)

Mit der Definition des Speichers Spg;as (n) 14.3 und der anschliefenden Abschét-
zung 14.4 gibt es ein geeignetes Polynom p, so dafl

#(Sp""5(n)) < p(|nl)
fiir beliebige n gilt.

Nun betten wir die Normalherleitung (1) in das halbformale System ein (14.6)
Spg;as(n) b 3z<2-n Ktri(z,n) .

Dann liefert der Beschréankungssatz 14.8
#(Sp" 5 (n)) > 2

Also erhalten wir
2" < p(|nl),

was fiir hinreichend grofles n zum Widerspruch fiihrt. a

Auf den letzten Seiten ziehen wir die Quintessenz aus dem gesamten Werk.
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15 Quintessenz

Wir fassen zum Ende noch einmal die wichtigsten Ergebnisse dieser Arbeit zusammen.
Zuerst halten wir die Charakterisierung der Polynomialen Hierarchie in UY" aus Teil B
fest:

15.1 Hauptsatz fiir Us"

Ist i > 0, so gilt folgende Aquivalenz:
Ae AP — Aistin Ail’w* beziiglich Ugw* : u

Nun wollen wir noch begriinden, da8 U3 eine echte Erweiterung von UY" ist. Wir stellen
aufgrund der Definitionen fest, dafl U3 eine Erweiterung von Sy(.A) ist. Damit iibertragen
sich die Resultate aus Abschnitt 9 auf U}, insbesondere

15.2 Lemma
(i) Afa) e ZgV = U} Ju<4-t+1)Vy<|t| (A(y) + Bit(y,z) =1).
(i) Tc " und UY T = UL}T°. m

Die wesentliche neue Uberlegung, die wir noch zum Erhalt des obigen Ergebnisses benoti-
gen, ist
15.3 Lemma

Fir F e Xt gilt Ul b F < Fe.

Beweis durch Induktion nach der Lange von F"

Dazu nutzen wir im interessanten Fall, F = Q¢ G(¢!"), zum einen die in U3 ge-
gebene Komprehension (EB—CA) und zum anderen die in U3 beweisbare erststufige
Komprehension Lemma 15.2 (i) aus. O

Fiigen wir alle Teile zusammen, so erhalten wir

15.4 Satz
Uy T = UL}T.
Beweis:

Wir iiberlegen uns, daf alle nicht-logischen Axiome von UY" in U} beweisbar sind.
Der einzige nicht offensichtliche Fall ist der, dafl ein Induktionsaxiom vorliegt.

Die Induktionsaxiome von UY" haben die Gestalt

F = A(0) ANVz (A(x) — A(Sz)) — A(|t])
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fiir ein A(a) € Z1W" . Fiir
G = A(0) AVa<|t| (A(x) — A(Sz)) — A(|t])
zeigt reine Logik
F&G. (1)

Damit folgt UY" |- G'. Hieraus erhalten wir wegen G € L% mit Lemma 15.2
(i) U3 | G° und daraus mit Satz 15.3 Ul | G .

Mit (1) ist F in Uj beweisbar. O

15.5 Korollar

U] ist eine echte Erweiterung von UY".

Beweis:
Dies ist der letzte Satz im Einklang mit einem der Séatze 11.1, 12.1, 13.1 oder 14.1.

O
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